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第 一 章 Euler 方程 及 Navier-Stokes 方程 的 
涡 度 法 


51. 二 维 Euler HRA 


我 们 考查 不 可 压缩 .无 粘性 的 流体 ， 在 二 维 情 形 , 它 满足 如 下 
的 Euler 方程 : 
дн 


ке de md (1.1.1) 


其 中 * 表示 速度 ， 它 是 一 个 向 量 ，x 一 Gn), PRED. P 
是 未 知 的 两 个 基本 力学 量 , o 是 密度 ,我们 设 流体 是 不 可 压缩 而 且 
是 均匀 的 ， 所 以 p 是 一 个 已 知 常数 ，f 一 (of) 表示 单位 质量 流 
体 所 受到 的 体积 力 。 自 变量 为 * — G, z) Se, 分 别 表示 空间 
与 时 间 变 量 ,符号 是 梯度 算 于 , 即 吧 一 (D. 2) 流体 还 应 
满足 如 下 的 连续 性 方程: | 

V*wu-eb€, . (1.1.2) 
其 中 * ”为 内 积 符号 , 因此 “v RESE RNA TH Gs 
见 ,把 微 高 也 记 作 д, 与 9,， 按 照 内 积 规则 , (1.1.1) 中 的 “# v" 
就 是 mð, 十 м0, 《1.1.1)C1.1.2) 共 包含 了 三 个 方程 , 联 立 求解 三 
DRAE a, z 与 p. 

FRSA. HO TOUR LATE BONAR, BD 
存在 一 个 标量 函数 $, 使 f= V#， 我 们 用 旋 度 算 子 作用 于 方程 
(1.1. D, 在 二 维 情形 , 旋 度 算 子 就 是 VA 一 (9:, 一 0.)。 设 涡 度 
o 一 一 YAw， 它 是 一 个 标量 , 即 | 


w == Oa OW - 


риро нра y Í 


以 一 7 和 作用 于 《1.1.1) 8, + op S EROR SNR, DER 
成 了 
es ua = Q | i (1.1.3) 
| Or : i a 
方程 (1.1. 3) PERT RATERS), BH u, 它 是 不 能 独立 求解 的 . 
我 们 还 需 引 进 另 一 个 变 址 , 芭 流 函数 。 为 了 叙述 方便 , 先 假定 在 整 
个 空间 R? 洗 太 ,在 空间 中 任 取 一 点 za, 作 如 下 的 曲线 积分 : 


Ф (х) 一 А (—3,dx, + mdx;), €1.1.4) 


at 


其 中 为 任 一 曲线 路 径 。 由 方程 (1. 1.2), 以 上 曲线 积分 与 路 径 
无 关 , 它 定义 了 一 全 全 空间 上 的 函数 ,由 (1.1.4? 还 可 以 得 


# = V A $. (1.1.5) 
以 一 w 和 作用 在 (1.1.5) 上 ,得 | 
Аф == o, I 4 (1.1.6) 
其 中 入 是 Laplace BF, A= + 2 T€. 如 果 认 为 w 是 
xi xi 


已 知 的 ， 册 就 是 一 个 Poisson 方程 的 解 。 (1.1.3), (1.1.5), 
《1.1.6) 中 共 包 含 了 四 个 方程 ,它们 可 联 立 求解 四 个 未 知 量 , 即 o» 
€, u 与 中。 自然 ,也 可 以 利用 人 1.1.5) 把 41.1. 3) 中 的 * 消 去， 只 
Жою дф, ХЖ Еше 方程 的 涡 度 一 一 流 函 数 提 法 . 

AR dU # 看 成 已 知 ,《1.1.3) 是 一 个 一 阶 双 出 型 方程 式 ， 可 以 
用 特征 线 方法 求解 ， 特 征 线 由 如 下 的 常 微 分 方程 组 定义 ; 


CODE . (аал) 
把 (1.1.7? 代 人 (1.1. 3), 我 们 得 到 一 个 主要 结论 : 沿 特 征 线 
do _ o, (1.1.8) 
dé 


即 洛 特 征 线 涡 度 是 不 变 的 。 因 此 ,我 们 只 要 作出 特征 线 ,并 知道 初 
OHRID w(x) 一 o(z,0)， 问 题 就 解 次 了 。 
点 高 法 正 是 根据 这 一 思路 并 结合 质点 法 的 思想 而 设计 的 一 各 
+ 2 Ç 


n————M Án aw wF 


方法 .一般 ,在 初始 时 刻 e. 6 — ЕА, RMAATTAIA 
KEC it 
wy (zs) >) o; * 8(x — Xj), 
ies 


这 里 X; 是 第 了 个 点 涡 的 位 置 ， ó(*) 是 6 函数 ，J 是 指标 的 集 
合 了 一 {3}, а 是 点 涡 的 强度 ， 这 就 好 比 把 连续 分 布 的 质量 集中 
在 所 个 质点 上 。 设 方程 (1. 1.7) 人 以 及 初始 条 件 


x | =e = X; .. 
Bum xj), 则 由 (1.1. 8), 涡 度 可 以 写成 
alx) = >) oja(z — Xi), (1.1.9) 
ЕЈ 
RAC. 1.6), 8 | | 
‚—Аф = У) a — Kits)) (1.1.10) 
lJ š 


我 们 知道 :方程 

| | —Ad = 6(x — m) 
的 解 称 为 基本 解 , 它 等 于 一 „ок |= 一 зо], 从 而 方程 《1. 1. 10) 
的 解 就 是 | 
| p = — L У) aleg |e — XI). 
к 2x Fey 
由 《1.1. 5) 得 

(x, — X,(0, = + XQ): 

"T lp XE LOT a. 1. 11) 
其 中 (X; (z), X,(0) = Xi), 151° = М + хі. 
”把 C1.1.11) 代 入 (1.1.7) 就 应 该 得 到 Хо) 满足 的 常 微 分 方 
程 组 。 但 是 我 们 要 注意 到 ,按照 〈1.1.1I)，MXID 2 是 没有 意 


文 的 , 当 * 一 XD 时 ,x# 的 极限 为 无 穷 ， 于 是 ,对 于 固定 的 5 J, 


我 们 把 (1. 1.11) 中 对 应 于 7 一? BPO eee? 
Xe) WEITERE 


(—X,,@) + Xa, XO 一 Xi (2) 
i VG) — X,G)12 ( 


| 
a 


#ЄЈ, (1.1.12) 
以 及 初始 条 件 

X,(0) — X, (1.1.13) 
这 种 做 法 ,组 看 完全 没有 道理 ， 伺 是 ,我 们 在 第 三 章 的 理论 分 析 中 
可 以 看 到 , 它 是 能 够 收敛 于 精确 解约。 | 

在 公式 (1.1. 11) 中 ， 在 无 穷 远 处 « = 0. MRE AA 
一 个 均匀 的 流 场 «Ce, BAE. 11) 与 《1.1. 12) 的 右 端 可 以 
加 上 sal) 这 一 项 。 因为 «(0 并 不 影响 涡 度 e. 所 以 整个 计 
算 方 法 不 变 。 

用 点 涡 法 计算 时 ,如 果 点 涡 个 数 较 少 , 则 可 以 得 到 一 个 大 致 上 
合理 的 流 场 ， 当 点 涡 个 数 增多 时 ,出 现 了 混沌 。 在 第 三 章 中 ,我 们 
将 给 出 点 涡 法 收敛 的 证 明 ,这 说 明 当 点 涡 个 数 非常 多 时 ,也 即 初始 
点 涡 距 离 足 够 接近 时 ,才能 保证 点 涡 解 的 存在 性 ,也 才能 得 到 原 问 
题 的 一 个 好 的 近似 。 但 是 初始 点 涡 杰 密 到 什么 程度 ， 这 一 点 似乎 
还 未 得 到 实际 计算 的 回答 . | 

为 了 克服 点 涡 法 的 上 述 缺 点 ,可 以 使 用 涡 团 法 , 即 用 一 个 没有 
奇异 性 的 函数 5 人 2) 代替 6 函数 ,很 自然 地 要 求 $ 具有 性 质 : 


Í. Ldx- 1, 


最 之 见 的 “ 涡 团 函数 "上 有 
(a) 常数 分 布 


1 А 
: —* E LTs 
¿G 一 p 
` 0, |z] Z c, 
(b) л 


SE ӘД |x| < m, 
60) 一 22a | x | 


0, ° ix] > o, 


(c) EAS | 
=- l exp( — : 
f(x) pem p(—1zi?/2). 


这 样 的 函数 自然 还 有 很 多 ,可 以 在 参考 文献 上 查 到 。 利 用 它们 ,可 
以 进行 许多 数值 试验 , 此 处 就 不 一 一 列举 了 .对 于 这 些 函 数 Hew 
数 也 有 相应 的 形式 ,公式 (1.1. 12) 也 要 作 杠 应 的 调整 。 这 时 ,我们 
有 | 


to == Datla 一 ХК), (1.1.14) 
jes 
设 方程 | 
w =), 
在 全 平面 上 的 解 为 du, MA 
p = D apla — Xa), | 20 Q5) 
са : 


“— У оул XCD) + Hale)» 


© 一 рт 2) — ХК) + Hle), 


VieJ, 61.126) 
这 时 УЛФ 没有 奇 性 ае i= i, 在 一 些 简单 情形 ， 
Ф, 的 解析 表达 式 是 可 以 写 出 来 的 , 例如 常数 分 布 。 我 们 将 在 第 4 
Pine eS h Фе, 的 表达 式 ， 硒 涡 就 是 它 的 特例 ,因此 这 里 
ME. 

RIAA MABE D 12 LAE 

à : F = —vAf, 
- 则 方程 (1. 1. 3) 变 成 了 
AE A + x+ Vo = Е, 
方程 (1. 1.8) 变 成 了 


do F, 
dt 


Ci. 1. 9 就 转化 为 
o(x,r)-— 2, al 一 Xe)), 


` ieJ 
于 是 有 


> d a(x 2 ху) = FG. 


fH t, LF 作 近 似 分 解 : 
FC, >) GOE — X;G)), 
š ЕЈ . 
就 有 
SD — 442), 
f 下 面 考 查 有 给 的 情形 。 puo 在 它 的 边界 
до 上 应 该 有 适当 的 边界 条 件 . 我 们 取 常 见 的 固 壁 条 件 
u*nleg—0, .. A d (1.1.17) 
其 中 # 是 д0 上 的 单位 外 法 线 向 量 。 | : 
首先 设 8 是 一 个 有 界 的 单 连 通 区 域 , 它 的 边界 BQ 是 一 条 光 


滑 的 简单 闭 曲 线 . 这 时 我 们 只 要 把 (1.1. 4) 中 的 x。 AREAS 60 


ETERU ИЕ рет | 

 @lso = 9, I (1.1.18) 

于 是 求解 由 的 问题 就 是 求解 Dirichlet 问题 (1.1.6)， Q. 1. 18). 
这 个 问题 的 解法 很 多 ,例如 ,我 们 可 以 把 解 分 解 为 两 部 分 

um zh — s II o (EE 十 vd 

. C1.1.19) 

其 中 第 一 部 分 使 方程 (1. 1.5)C1. 1.6) 得 以 满足 ，V 表示 一 个 无 

旋 的 不 可 压缩 流 场 , 由 为 . Laplace 方程 的 解 , 它 的 作用 是 使 边界 条 

O 件 (1.1.17) 成 立 , 而 不 改变 流 场 的 涡 度 ,也 不 影响 不 可 压缩 姓 。 求 

解 (1. 1.6)，(1. 1.18) 的 其 它 方法 还 有 : BOK. Green RIK, 

有 限 元 方法 、 边 界 元 方法 等 ， 当 使 用 差分 法 或 有 限 元 方法 时 ,人 们 

把 它 又 称 为 * 胞 腔 内 的 涡 度 法 《vortex in cell)", 这 些 方法 都 是 

„f = 


— 我 们 就 不 一 一 叙述 了 . 
mR 88 是 一 条 光滑 的 简单 闭 申 线 ， of 它 的 外 部 ,. 以 上 的 
做 法 仍然 没有 本 质 的 差别 。 但 是 ， 如 果 吕 是 一 个 更 为 复杂 的 多 连 
通 区 域 ,问题 就 困难 了 . 下 面 我 们 设 Q 是 一 个 有 界 的 多 连通 区 域 ， 
说 明 上 述 算 法 应 作 什么 改正 。 
= Өр ШМ + 1 条 简单 闭 曲 线 Fr Ty 组 成 , 其 
B Pu, Ty BET. ZW, CIZER zh RZ. 
RR. 1:4) 0h х ДАЛЕ Г, kE, 于 是 ,pilr。 一 0， 但 是 少 在 TELLE 
Tw 上 一 般 地 都 不 会 等 于 零 .。 从 方程 (1. 1.104 p #£ 4628 BER 
RT; 上 都 等 于 一 个 常数 C, 这 个 常数 是 未 知 的 。 我 们 考查 如 下 
的 边 值 问 题 ; 


Pp lr, = 0, Р 

У PO lr; = Sis i= 1... Ny 
а= l: dw 
О, `) ` ` 


CE M. 我 们 再 考查 一 个 边 值 问题 : 
—Ap? = о, 


Pelo = 0. 


v ERR prede | 
+= e° + = ce, (0120) 


其 中 C (O. 在 每 一 时 刘 T Г; 上 的 常数 估 ， biis 
ЖМ o 确定 的 ,由 (1.1. 20): n. eue 


и = TAP? + > CVA G®, 
= 1 
令 xm 一 Thes 则 有 


“= «© 1 скон, сааш) 


. 7s 


把 (1: 1. 217) A JE EC. 1. 1348 


ou ; 


B: T > C; Gy + (G + Xen) . v) 


N. š 
. («o 4- > Cv?) 十 1 vert 
+1 і P 


HEIR LC USN, Hu? 与 上 述 方程 作 内 BS + oum (и, 
uD), RIERA (wu!) 一 0 LR Copa) 一 0， 便 得 


X ско + (+ 5 сконе) v) 


. (vo + > Cow), wo) = (Р, C), 


这 是 一 个 CC), eC) 满足 的 常 微 分 方程 组 。 它 的 初 值 可 以 
由 (1. 1. 20) 确 定 ,因为 当 : 一 0 时 ， 4 是 已 知 的 ， RH cO 以 后 ， 
А СІ. 1.21) 就 得 到 了 速度 н, 

以 上 所 述 的 涡 度 法 ,都 是 把 原 癌 题 归 结 为 一 个 常 微 分 方程 组 ， 
在 实际 求解 时 ,还 需要 对 它 进一步 离散 化 ,例如 用 差分 方法 ， 这 有 时 
会 产生 点 涡 或 涡 团 的 中 心 越过 边界 到 区 域 9 之 外 的 问题 。 由 于 边 
界 条 件 (1. 1. 17), ХК) 是 不 应 穿 过 边界 的 ,但 是 离散 化 以 后 , 由 
于 求 得 的 是 近似 解 ,因此 难免 会 发 生 上 述 情况 。 当 点 越过 边界 时 ， 
有 许多 处 理 方 法 ,例如 把 这 个 点 取消 ,或 者 采用 反弹 的 方法 ， 把 它 
” 弹 回 区 域 8. 但 是 我 们 将 在 第 三 章 给 出 的 理论 分 析 表 明 , 不 妨 把 区 
域 Q 略 扩大 一 点 , 当 点 越过 边界 时 ,仍然 继续 按 方 程 (1. 1.7) 计 算 . 
这 时 由 于 9 外 速度 场 没有 定义 ， 可 以 用 外 推 方法 得 到 上 2 之 外 不 太 
远 的 地 方 的 速度 场 ,用 这 种 方法 可 以 保证 收敛 性 。 i 


$2. 三 维 Euler 方程 的 涡 度 法 


三 维 方程 仍 可 以 用 (1. 1. 1) 与 (1. 上 .2) 表 出 ， 所 不 同 的 是 : * 
HEER (mn 为 )， 为 了 叙述 简便 起 见 ， 我 们 仍然 设 人 外力 有 


劳 。 
令 涡 度 w = cule, 我 们 以 curl 算 于 作用 于 方程 (1.1. 1) 
得 ; 


да + (и уо — (o * V)u = 0, (1.2.1) 


沿 着 特征 线 有 


40 (о + 
ғр (о * Vu. (1.2.2) 


£j (1. 1.8) 对 照 , 右 端 不 再 等 于 零 , 这 一 点 给 计算 和 理论 分 析 都 带 
来 了 杀 难 。 方 程 (1. 2. 2) 还 有 一 个 等 价 的 形式 ， 为 了 给 出 这 一 形 
式 ,我 们 有 必要 把 特征 方程 (1. 1.7) 用 稍微 详细 一 点 的 形式 给 出 . 
设 特征 线 在 四 维 空间 中 经 过 《x,:) A, 以 表示 特征 线 上 的 时 间 
参数 , 则 特征 线 可 以 表示 为 ;上 е (тулу), БЕ 
| a = u(E(T52,1), 7), 1 (1.2.3) 
dr 
£EGr;x t) =x (1.2.4) 
有 时 为 了 表示 是 一 个 五 元 函数 ，(1. 2. 3) 的 左 端 也 写成 偏 微 商 
范 。 对 于 特征 线 上 的 一 点 (Er)，* 称 为 它 的 “Lagrange В", 
WAHIE, Lagrange 坐标 是 不 变 的 。 
方程 (1. 2. 2) 的 等 价 形 式 是 
(5665250) 46) = 0003820) vo, (12.5) 
其 中 бю 是 的 初 值 w(x,0), 将 (1.2.5) 关于 + 求 导 并 利用 
C1.2.3) 可 以 得 到 另 一 个 也 是 等 价 的 形式 
do(£(x,0),0) _. OuCECr;s, 90,6) (x); (1.2.6) 
dz Ox i: d 


这 里 楼 注意 的 是 i.a. x 都 是 向 量 ， 所 有 无 论 方程 《12.5) 还 是 
(1.2.6), 微 商 or, 32 实际 上 都 是 Jacobi Ж. 
现在 我 们 证 明 C1.2.2) 和 (C1.2.5) 是 等 价 的 。 我 们 只 要 证 明 ， 由 
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《1.2.52 给 出 的 函数 o (5,0). 满足 方程 (1.2.2) Amt de Pob e Т. 
+ r= 08, £ = z, Ен (1.2.5) 直接 可 以 看 出 满足 初始 条 件 ， 
由 《1.2.5) 可 以 导出 《1.2.6)， 再 用 复合 函数 求 微 商 的 锁链 公式 ， 
《1.2.6) 的 右 端 就 是 

On ди P 


Z“ oG) 一 


Ox OE O 
FRELCA.2.5 RAB cx o, 30.2.0 835—335. Hol 


方程 (1.2.2》。 es 者 的 等 价 性 ， 

在 用 涡 度 法 时 ,需要 解 (1.2.2) 或 (1.2.5)， EDU: 
分 来 实现 ,所 不 同 的 是 ,在 (1.2.2) 中 是 关于 Euler 坐标 求 差 分 ,而 
在 (1.2.5) 中 则 是 关于 Lagrange 坐标 求 差分 。 因此， 在 用 (1.2.5) 
时 ,我们 需要 记 住 每 一 点 涡 误 涡 团 中心 的 原始 位 置 ,这 是 它 的 不 方 
便 之 处 。 

对 于 三 维 涡 度 法 ,也 需要 类 似 于 (1.1.5)(1.1.6) 的 公式 ,以 便 从 
涡 度 求 速度 ， 这 个 问题 远 比 二 维 问题 复杂 ，. 因为 这 时 我 们 没有 与 
路 径 无 关 的 曲线 积分 ， 标 量 的 流 函 数 已 不 复 存 在 ， 我 们 转 而 考查 
是 否 存在 向 量 的 流 函数 。 首 先 考虑 全 空间 R° 的 情形 , 设 # 为 空间 
R 中 的 一 个 流 场 ， 满 中 Vee 一 0， 我 们 令 o= culu, RISE 
Rd HUF Poisson Zi ES: | 

—Аф= ua, I (1.2.7) 


cxx) , 


我 们 希望 得 到 
curl 中 = x, : (1.2.8) 
以 算 子 curl 帮 用 于 方程 (1.2.7) 得 
—curl Аф = curl o, 
curl 与 人 是 可 以 交 扫 的 ， EN 
—A curl ф = —curl Ac, 
于 是 I 
—4A curl ф = curl curl $, 
因为 v*s-0, ВЕЖА АЈА 


l a сална .. EI nT ES e —— 


` curl curl == --Ан, 
于 是 
| A(curl $ — и) = 0, 
在 全 空间 R’, curl p — u JE Laplace 方程 的 解 。 由 解 的 唯一 性 ， 
只 要 在 无 穷 远 处 有 零 边 界 条 件 就 有 
cul ф — и = 0, j 

”这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 下 ,方程 (1.2.7) 与 方程 (1.1.6》 
并 没有 区 别 。 

但 是 ,实际 上 ,这 里 有 一 个 很 大 的 区 别 。 我 们 应 当知 道 ， 在 涡 
度 法 中 , % 是 通过 (1.1.14) 表 示 的 。 在 三 维 情形 ， 它 一 般 也 并 不 是 
一 个 速度 场 的 施 度 ,因此 ,从 (1.2.7X(1.2.8) 解 出 #* 以 后 , 它 与 。 也 
不 存在 关系 式 о ~ curl x。 尽管 如 此 ， 因 为 是 一 个 精确 的 涡 度 
场 的 近似 ;所 以 由 (1.2.7),(1.2.8) 得 到 的 #* 也 是 相应 的 精确 的 速度 
场 的 一 个 近似 ,以 上 方法 仍然 是 可 行 的 。 


在 三 维 空间 中 , 算 于 —A 的 基本 解 为 2 лр БИК - 


plx) 一 co(£,1)d£, 


再 由 (1.2.8) 得 


d x 一 
LES [s = £, X о(Е,г)4& + ualt), (129) 


A ow) 为 无 穷 远 处 的 速度 ,， 类 似 于 《1.1.147 可 以 有 
wlx, t) = > acts — X;(2)), (1.2. но 


这 时 aj) 不 仅 依 炸 于 时 间 :， 而 且 蚌 一 个 三 维 的 向 量 。 把 

(1.2.10) ,(1.2.9),(1.2.2) (1.2.3) ,C1.2.4) 联 立 起 来 就 可 以 求解 . 
下 面 考查 有 边界 的 情形 。 设 求 解 的 区 域 为 Q, 在 有 关 的 文献 

中 可 以 看 到 这 举 一 个 公式 :， 

1 z Í. х — š 
|а — El 

其 中 4 是 一 个 和 mem 它 是 Laplace 方程 的 一 个 解 ,同样 :vd 


»+ 11е 


dei = E] 


u(x,t) = 一 


x wk, tdE + vé, (1.2.11) 


表示 了 一 个 无 次 的 不 可 压缩 流 场 ， 它 的 作 用 是 使 得 边界 条 件 
(1.1.17》 得 以 满足 而 不 改变 流 场 的 涡 度 与 不 可 压缩 性， 公式 
(1.2.11) 显 然 是 从 (1.1.19) 与 (1.2.9) 而 来 。 可 异 的 是 , 它 是 错误 的 、 

. 间 题 在 于 1.2.11》 式 的 右 端的 第 一 项 的 旋 度 一 般 并 不 等 于 
olr), WIS os.) 确 是 一 个 涡 讼 场 ， 我 们 可 以 借用 前 面 关于 
全 空间 的 分 析 来 说 明 这 一 问题 ， 令 

(xr) — ER t 

那么 上 述 积分 仍 可 以 写成 在 全 空间 求 积 分 的 形式 ， 


"у= — Z |, = = 2103073 


如 果 能 有 一 个 速度 场 4, 使 5 一 curl#z， 我 们 就 可 以 证 明 
curly = &, | 
但 是 现在 $j 是 一 个 间断 函数 , ME o dE О NE — A AED, ES 
ZR @ 也 不 是 任 一 速度 场 和 的 涡 度 , 它 也 不 是 某 一 个 速度 场 的 涡 度 
的 近似 。 
我 们 还 可 以 通过 直接 验算 进行 答 查 .《〈1.2.11) 可 以 写成 


s(x,1)— 2 curl j 


1 
oles e(E,dE + Vd, 


于 是 
| curl а = ou curl n na о(Е,0)ає, 
我 们 知道 
-a (4 j. T ardt) ше; 0), z€ 9, 


FUR BARCA 


-a f, Tos Р cf 上 yz)d = curl «nf. T YET zi 一 -一 -一 w(£,Udt. 


由 场 论 公 式 curl curl f 一 一 Af 十 grad div f， 我 们 只 需 检查 下 式 
是 否 成 立 : 


grad V * Í eCE,D)dE = 0, 


=L 
2 |x — &l 
利用 Gauss 公式 可 得 


у, \, = "04 - 一 | Vet ————— o(£,0)d£ 


ix — | 
gen "Meo ul = eE 


其 中 v, ERAT ERG, 45 表示 在 89 上 的 曲面 微 元 ， 现在 
В ожор Т сип», 其 中 ” 是 一 个 速度 场 ， 则 vis, 
= 0。 但 是 右 姜 第 二 项 一 般 是 不 会 等 于 常数 的 。 因此 以 上 等 式 
一 般 不 成 立 。 这 就 是 有 边界 时 所 带 来 的 困难 . 
从 这 里 我 们 还 可 以 得 到 一 个 条 件 : ine ftum oo 上 等 于 
零 ,那么 公式 (1.2.11) 是 正确 的 。 但 是 这 种 情形 并 无 太 大 的 实际 意 
义 , 在 实际 问题 中 ， 涡 场 一 般 集 中 于 边界 附近 ， 是 不 会 等 于 云 的。 
在 应 隆安 [11] 中 ， 我 们 建议 用 如 下 的 方法 从 涡 度 场 求 速度 场 : 
Ke Sp, 使 
—Au+ Vo — curl w, 
ҹи = 0, 
u «яар = 0, curlu X я| од = w X aloo 
这 个 问题 有 唯一 解 ， 从 而 就 得 到 了 所 要 的 速度 场 x。 因为 如 果 * 
人 и 0, а enlaso == 0, 而且 


7 о = curls, 


那么 只 要 取 Ф == 0 RULES A ESR RA ALL 满足 . 
如 果 吧 是 一 个 近似 的 涡 度 场 ， 这 时 一 般 不 会 有 Vo 一 0， 它 就 
可 以 分 解 成 两 项 ,一 项 为 不 可 压缩 场 , 男 一 项 为 梯度 场 ， 梯 度 场 在 
方程 中 不 起 作用 ,不 可 压缩 场 则 对 应 了 w, 这 时 不 会 有 ww = curl s, 
但 是 xz 也 是 近似 正确 的 。 在 应 隆安 [11] 中 ， 还 给 出 了 这 个 问 题 
的 Galerkin 方法 求解 的 公式 。 

当然 还 可 以 设法 通过 流 函 数 来 求 x, 关于 这 方面 的 研究 ,读者 
可 以 参看 Dubois[1]， 这 里 就 不 介绍 了 。 | 
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$3. 随机 游 动 涡 团 法 


误 度 法 的 最 大 应 用 是 求解 不 可 压缩 高 Reynold 数 流动 。 这 时 
求解 的 是 Navier-Stokes 方程 。 我 们 就 二 维 情形 讨论 ,方程 为 
Әм as put -LyP-—vAw-f, (13.1) 
дї e E 
V*u-Ó, (13.2) 
其 中 2» 为 粘性 系数 ,我 们 设 它 为 常数 ,为 了 叙述 上 的 方便 ， 我 们 仍 
然 假 设 外 力 f 有 势 。 以 一 YA 作用 于 方程 (1.3.1) 并 且 令 
w= —V Au 
18 
дю s Vo = vAw, (1.3.3) 
OF 


为 了 计算 上 的 方便 ,我 们 把 它 无 量 纲 化 , 取 一 个 特征 长 度 L, —+ 
特征 速度 U, 4 


и” == 


”代入 (1.3.3) 得 


R= =, 它 称 为 Reynold 数 。 为 了 节 写 上 的 方便 ， 仍 DL =, 


wst, х 分 别 表示 无 量 纲 化 以 后 的 速度 、 涡 麻 、 时 间 与 空间 变量 , 则 
有 | F' 
| до + н * Vo = RUAo, (1.3.4) 
Or 


为 了 保持 求解 Euler 方程 时 沿 特征 线 积 分 的 优点 , 求解 
《1.3.4) 时 常用 多 步 法 。 即 把 时 间 分 荐 为 长 Ar 的 小 区 间 ， 在 每 个 
时 间 步 内 把 方程 (1.3.4) 分 解 成 两 个 方程 


К 


=. + = Vo = b, (1.3.5) 
6: А 

до _ RA, (1.3.6) 
Ot 


例如 ， 从 时 间 £A: 求解 到 G + Ar, 我们 首先 有 初 值 of, 
iA:), JCEECIOS.5) ,当然 要 和 (1.1.5)(C1.1.6) 联 立 . 当 z=G + 1)A: 
时 ,我 们 把 解 记 作 Gn. CG + DAs), 然后 把 它 作为 + 一 iA: 时 的 
IERE (1.3.6). 当 + 一 (i 十 DA: 时 ， 我们 把 它 的 解 才 记 作 
wols, li + 1)As)， 以 此 为 初 信 进行 下 一 步 求解 , 如 此 循环 往复 ,如 
` 果 写 成 公式 ROA 
woCnAt) = CH(ADECA!))*a,, (1.3.7). 

其 中 BG) E Euler 15,804 o E F XR S] EGO RENT: 

де + я • Уо = 0, | 

—Ad = o, ú= V A ф = 

w |, = Boy . 
我 们 就 记 о Eo. HG) 是 热传导 方程 的 解 算 子 ,， 即 当中 是 
下 列 问题 的 解 时 : а> 

Ow 


—- = RA, 
Ө: 


: w |, =| Ois 
我 们 就 记 о = Haa 
ULER- - 流 函 数 公式 的 担 法 ， 如 果 回 到 原 给 变量 ; 我 们 实 


际 上 就 是 求解 下 述 的 两 个 方程 组 : 
ge + (и • у)и + ТУР =f, (1.3.8) 
vVis-Ó, ` (13.9) 
与 B P 
dup + ур = vn, (1.3.10) 


у:и=0 . | (1.3.11) 


«1924 


多 步 法 的 公式 就 是 

«(nAO) = (HCAD) ECA) Yms (1.3.12) 
REH 58 E RR C53C1.3.7 HARRA, CTE TORRE 
di 592; 2 DESDE Е, ТЖЕ E CI.37) m Bid e 
相 区 别 了 。 现 在 考查 的 是 全 空间 的 情形 ,方程 (1.3.10)C1.3.11) 还 
可 以 作 一 些 简 化 ， 以 为 初始 条 件 , 当 求 解 (1.3.10)(1.3.11) 的 初 


值 问题 时 ;我 们 实际 上 只 要 求解 
Ou 
or ms VÄHK, (1.3.13) 
и |де 一 Wos (1.3.14) 


RAT, 这 是 因为 如 果 # 是 (1.3.13);(1.3.14) 的 解 ， 令 p 一 0, E 
也 满足 (1.3.10). 又 因为 to 是 俯 上 一 步 得 来 的 ,所 以 有 V sue 0, 
以 立 作用 于 (1.3.13)(1.3.14) 得 
OV*wu 
Or 
V eulia = 0, 

由 热传导 方程 解 的 唯一 性 ，V *# 一 0， 于 是 (1.3.11) 也 满足 ， 又 
(1.3.10) (1.3.11) (1.3.14) 的 解 是 唯一 的 ， 所 以 它 就 是 (1.3.13) 
(1.3.14) 8S f£. 

现在 方程 (1.3.5) 用 涡 团 法 求解 ,为 了 与 之 匹配 ,(1.3.6) 也 应 该 
用 涡 团 法 求解 ，Chorin 在 51] 中 建议 用 随机 游 动 法 解 (1.3.6)。 设 
(дез, оу 为 求解 (1.3.5) 辣 某 一 涡 团 的 中 心 位 置 , 则 令 

at? m gn + ms XU = ud + Thy 

Mb m 与 六 是 独立 的 Guas 分 布 随机 变量 ,期 望 值 为 0， 方差 为 
2A: R, | 

, 公式 (1.3.7) 或 (1.3.12) 称 为 “粘性 分 离 ”(《viscous splitting), 
它 的 优点 是 保持 了 特征 线 法 的 高 精度 的 特点 ,在 Reynold RR 
大 时 ,用 通常 的 方法 求解 (1.3.4), 对 流 项 x*， Vw 的 离散 化 会 产生 
很 大 的 数值 粘 福 ,从 而 掩盖 了 粘性 项 RAw， 现 在 的 特征 线 法 在 
理论 上 是 没有 数值 粘性 的 。Reynold 数 仅 出 现在 方程 《1.3.6) 中 ， 


. Me 


= vACV Ы н), 


heman чине 1 - cen Pile doces Á... —.... s. s сите те © = с=т: 


而 这 是 一 个 无 对 流 的 热传导 方程 , 它 是 较 容易 处 理 的 ,高 Reynold 
数 也 没有 困难 。 

关于 公式 (1. 3.7)(1.3.12) 的 合理 性 ,我 们 将 在 第 四 章 中 作 详 细 
的 论证 。 

下 面 讨论 有 边界 的 情形 ,这 是 最 困难 的 ,也 是 必 不 可 少 的 ， A 
. 为 边界 层 ,分 离 .涡流 ， 庙 流 等 都 由 边界 引起 。 对 于 方程 〈1.3.17， 
(1.3.2) ,我 们 仍 假设 最 简单 的 固 辟 条件， 

uw|ses0™— 0, (1.3.15) 

这 时 要 注意 的 是 ， 1 3 1.3.8)(1.3.9)28.(1.3.100(1.3.11) ,边界 条 件 
是 不 一 致 的 ,对 于 前 者 ,边界 条 件 是 (1.1.177 ,而 对 于 后 者 ,边界 条 
件 是 《1.3.15)。 当 我 们 求解 (1.3.8) (1.3.9) ИБ, я 不 会 满足 
(1.3.15) ,EjoK 8E 1.3.100C1.3.1 IT, ЕСЕТА 
可 能 在 切 向 有 很 大 “滑动 ”。 

对 于 方程 (1.3.5) 与 (1.3. OT ofc me 对 于 前 者 ， 过 
界 条 件 体 现在 

| —Аф = o, blog == 0 

中 。 而 对 于 后 者 ， 办 为 速度 在 边界 上 无 论 是 切 疝 分 量 还 是 法 内 分 
量 都 等 于 零 ,由 (1.1.5X1.1.6) 得 


hor du P ый; ne = 0, (1.3.16) 


表面 上 看 来 ,(1 ,3. 16) 是 超 定 的 ， В КАЕ А 
WAT Dirichlet 边界 条 件 与 Neumann 边界 条 件 ， 但 是 对 于 热 
传导 方程 ， 我 们 没有 加 任何 边界 条 件 ， a Thee ieee 
定 的 。 

为 了 满足 无 滑动 条 FF, Chorin 


Q 
[1] 中 建议 采用 一 种 “ 涡 旋 生 成 算 E 

子 ”, 设 求解 (1.3.5) 以 后 ， 在 界 附近 A 
的 流 场 如 图 1 所 示 ， 我 们 考查 局 部 2 

流动 ,不 妨 设 边界 近似 为 一 条 直线 ， 

将 切 各 速度 作 坷 开拓 ， 法 向 速度 作 


` We 


(ET fh ,这 样 就 把 速度 场 延 拓 到 区 域 Q Sy. EDR LR EY 
观点 ,可 以 认为 速度 等 于 零 EWA д0 上 切身 速度 有 疗 断 。 在 
计算 涡 度 时 ， 它 的 导数 必然 是 广义 函数 ， 可 以 认为 有 一 A RAT 
(vortex sheet) HE OO 上 ， 它 的 强度 为 2 - г)ё, Ян z A 
MAMMA, 8 为 沿 法 向 的 3 函数 ， 
再 把 这 个 涡 片 离散 化 ， 形 成 了 边界 
上 的 一 个 个 小 涡 团 (图 2), 加 上 这 
. 些小 涡 团 来 保证 无 请 移 条 件 ， 按 昭 
这 种 设想 ， 公 式 (1.3.7) 改 为 《参看 
Chorin-Hüghes-Mc Cracken- Mars- 
图 2 |. den [11) | 

о(лАт) = (Н(Ат)®Е(Аг))",, (1.3.17) 
其 中 @ 为 “ 涡 旋 生 成 算 子 ”"、 这 种 做 法 与 实际 观测 到 的 物理 现象 是 
吻合 的 。 在 实验 中 ， 边 界 附 近 确 实生 成 不 少 新 的 涡 诬 。 关 于 公式 
《1.3.17), 我 们 也 将 在 第 四 章 中 作 仔 细 的 研究 . 


$ 4. ZEE А ЛЕ 


‚ 在 前 面 几 贡 我 们 没有 考虑 方向 性 问题 涡 团 也 设计 为 贺 形 的 ， 
但 是 在 流体 运动 中 方向 性 是 十 分 显著 的 .例如 边界 层 一 般 很 薄 ， 
各 方向 的 尺度 就 很 不 一 样 , 下 面 我 们 介绍 腾 振 赛 在 [1] ， [21 中 提出 
的 考 菩 到 方向 性 的 二 维 粒 圆 涡 方 法 . 
4 
ljo, x € Q(a, 55, 
n [= {, 0,  xéQ(a,b), 


Hm . 
xi, xi 
Q(a,b) 一 iss + » < ib а = xab, 
= . 


仍 有 表达 式 (1.1.14)。 而 方程 . 
| 一 Ad = 7%) 
sd. 


Oe rmt —ÓÀ9 Q ктт Te 


的 解 为 | 
CHEESE T xi xi\ i x 
Inla + b) (3 +2), | rE Q(a,b). 


xia + xiB +p | 
l (= a F f + log EA x€Q(a, b), 


Ktho-4/2-c-i,B—4/ P 1, 12>0 满足 
= xi 
| s ài HA 
相应 的 速度 场 是 # 一 CT! = V A pes 
UIS , x€ O(a, Б), 
i 
ra ala + 8) 
1 
z(a + b) a 
1 
лба + в) 
对 于 参数 a. b 的 选取 , 可 以 这 样 考 虑 : 为 简单 起 见 ， 不妨 设 边界 
为 加, 把 r, 轴 等 分 为 长 为 有 多 线段 , 当 在 边界 上 生成 涡 团 时 ,每 
段 内 生成 一 个 。 自 然 地 ， 我们 取 a 一 4/2, 而 b 取 作 随机 游 动 在 
刀 方 向 上 的 平均 距离 


b = =: “(MOWRY — 2 JE. Ar 
= ү ә , =R ° 

它 与 边界 层 的 序 度 具 有 同样 的 数量 级 OE R). 

下 面 , 再 设 炸 圆 形 派 团 可 以 变形 ,我 们 先 研 究 流 场 中 溪 团 匆 变 
形 规律 。 在 初始 时 刻 , 设 m Coren) 是 它 的 中 心 位 置 , 则 此 涡 
困 所 占 钓 区 域 为 

{ese — а) Ка — oo < 1,a€ Fer, 

其 中 A 是 一 个 2 x 2 的 对 称 正定 矩阵 ,TT 表示 转 置 . : 

以 хь 记 涡 团 的 中 心 ,按照 Taylor 展开 公式 ,(1.1.7) 可 以 写 为 


+ 19 5 


dux) = 


= 1, 


m x€Q(c, b), 


m. rE ola, b), 
н, = 


X, = 
° x€OQ(a, b), 


A. — иб.) + (z — x) © Vula) + Ole — x,|2), 
把 二 阶 项 略 去 , 并 设 (11.7) 的 解 x 一 nO 为 已 知 ， 就 得 到 一 个 
线性 方程 。 令 z— zr— r, BP = < — a, 48 


dz T 
P ad Vult), (1.4.1) 
z|,= == 8, 
其 中 8 € O, = (8;8487 < 1,8 € R2), 我们 试 求 (1.4.17 的 基本 解 
HEERA Za), CWE 
Pa — 2. Yulan)", (1.4.2) 
21, = I, (14.3) 
其 中 了 为 单位 矩阵 , 则 z— 226), : 
由 Liouville 定理 ,得 | 
det ZG) = det Z(0)exp E trux, r) dt, 
其 中 det 表示 和 抑 阵 的 行列 式 ，tz 表示 矩阵 的 迹 。 已 知 
det Z(0) — 1, trVu(x t) = 0, 
因此 EO 
det ZG) = 1, 
， 即 涡 国 的 面积 不 随时 间 而 改变 ， 这 与 流体 的 不 可 压缩 性 是 一 臻 
A. EL OGETA 2 时 涡 团 所 占 的 区 域 , 则 由 (1.4.3) 得 
QG) = (z;zZ (OA(Z 1 QOY zT S 1,26 Riy, (1.4.4) 
类 似 于 (1.1.14) 我 们 可 以 写 
| om 21 atle), 


Hhw— 0,0) 都 如 (1.4.4) 所 示 ， (LE ETAT EEA 
一 样 的 ,以 o; id Q;G) 的 面积 , 则 最 简单 钓 涡 团 函数 是 


l/o;, € Q;(», 
cx; QC) 一 | ps 


与 圆 形 涡 团 法 的 计算 步骤 是 相同 的 ,所 不 同 的 是 ,在 每 一 步 ， 我 们 
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除了 要 求解 (1.1.7) 以 确定 涡 轩 的 位 置 外 ， 还 要 求解 (1.4.2) 以 确定 
涡 团 的 形状 , 设 对 于 0,00, COSE NE Pris D 


Zaz = (P ™), 


以 a,6 记 长 短 半 轴 , 9 记 长 半 轴 与 = MIKA MA 
6 一 一 25 + Kex ei 4 » 


u an 0 = ns tg0 + an 
速度 分 量 也 可 以 求 出 
I Xsin@__ Y cos @ | 
æla + $t a + ; ) r€ 02), 


xc ө) N S е 
em Асы 8 , ERG), 
(= emi + Idaf), x € дү), 


æla т b) 
u, 一 


P E21 Xoos0 +18), „ёоо, 


X = (x, — ‚ Xj) e080 + (x, — Xia) sin б, 

Y = -Ca — Xi) sin 0 + (x, — Xj) соз Ө, 

Хш) = (Xa, Хы), «= Ма à, ве P +2, 
AO iA 


x NW LT 
а + 4 b +2 
55. 确定 型 算法 


解 方 程 (1.3.6) 的 随机 游 动 法 与 (1,3.5) 的 涡 团 法 是 匹配 的 ， 但 
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它 的 缺点 是 误差 较 大 ,又 不 能 很 好 地 反映 边界 条 件 ,为 边界 条 件 的 
处 理 带 来 了 困难 。 确定 型 算法 的 提出 虽 不 能 完全 弥补 这 些 不 足 ， 
但 给 我 们 提供 了 解决 问题 另 一 条 可 能 的 途径 。 _ 
确定 型 算法 主要 是 用 来 解 热传导 方程 , 它 也 得 与 方程 (1.35) 
的 求解 匹配 ,才能 用 来 解 Navier-Stokes 方程 . f 
为 了 介绍 确定 型 算法 的 基本 思想 ， 我 们 先 考 虑 一 维 的 对 流 扩 


” BDE 


ano Shon Bh 
x f JE oO КНШИ ЛАБО: | | 
fy (x,t) == > б) (ж 一 XK); (1.5.2) 
$8 C1.5.22/ A CL.5. 08 | 
1 EX = >) TOLC KED) + wC aX) 
T LXE — X») 
ER — > D) (Os — XOD. 


如 果 » — 0, Xie) 一 а(х), wi = 0, 01.5.2) (1.5.1) 
的 真 解 。 如 果 > 0, fy 不 可 能 为 (1.5.1) 的 真 解 ， 我 们 试 考 虑 证 
fy 在 某 种 意义 下 成 为 近似 解 。 为 了 比较 方程 两 边 ,我 们 在 给 定点 
通 近 5 BRM КЕЯ | 

8"(x— XG) = — S, ej (x—X(D) (1.5.3) 


(1.5.1) 


或 者 , 

"(s — X,G)) ~ DBC! — XO), 《15.4) 
ТЖ EGAN. HERR о 函数 的 定义 ， 对 于 
BRAN REREH ФА 

(9:,9) = ф(®), 
x: (02,6) = —¢'@), 
eB 


以 及 

(8: , $> = $" (x). 
这 里 8,09) 一 8(х — x). 直面 我 们 用 其 它 点 上 函数 值 的 线性 组 
合 来 逼近 函数 арр 


$O) = > eb CX), (1.5.5) 


$"(X,)) m 2; BáoCX;). (1.5.6) 


| 当然 ， —€——————| 

i £4 SAK LAH E REGE, DUI | 
L, jii. 
2Ax 


0, HE. 
这 里 Ax 是 空间 点 的 剂 分 距离 . 在 非 均匀 风格 上 ， A ETE, Ж 
可 以 构造 这 些 系 数 ， 利 用 (1.5.5)、《1.5.6) 可 以 导出 公式 《1.5.3)、 
(1.5.4). i 


(03,4) = ФОХ) = — 31 ad O) | 
一 一 > nx, 0) = ‹= > ах» Фу, 
Td А 
(x, ф) 一 e" (X2 一 2: Bid) 
PLU (27 вив, Ф). 
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Xi = a{X;), 
w;— v 2 fin. 
了 


在 这 个 格式 中 ,点 的 位 置 随 对 流 项 移动 , 而 大 小 随 扩散 项 变化 。 
如 果 同 时 利用 (1.5.37 和 (1.5.47 而 假定 质点 不 移动 , 则 有 


(1.5.7) 


Xi = 0, 
w, — У) ajtja(X;) = v S fiw | (1.5.8) 
| і 
如 果 我 们 用 8 逼近 5”, 划 可 得 到 格式 
w;-9, 


Xi = a(X,) + m > E (1.5.9) 
TI Wi į 


эх Лз, BUA AAAS AE, PRO FA RE {К ЖОШ 
x. | 
”对 于 格式 (1.5.7) 一 (1.5.9) 我 们 作 如 下 的 评价 ШЖ (1.5.5) 
(1.5.6) 是 相 容 的 ， 则 上 面 三 种 格式 形式 上 都 是 高 相 容 的 。 需 要 引 
起 注意 的 是 系数 ou 和 Ba 依赖 于 点 {X Xn} ECR. — А8 
ні, ERE Cou) Al (By) 为 带 状 矩阵 ,带宽 依赖 于 (1.5.5)，(1.5.6) 
的 带宽 。 在 (1.5.8) 中 ， 质 点 不 动 ， 所 以 系数 为 常数 。 在 (1.57), 
《1.5.9) 中 ,对 流 项 是 精确 计算 的 ， 逼 近 由 扩散 给 帆 。 而 在 〈1.5.87 
中 ， 对 流 、 扩 散 都 用 逼近 描述 。 由 于 这 个 原因 ，Lagrange 格式 
(1.5.7)(1.5.9). 一 般 给 出 较为 精确 的 结果 ,尤其 是 当 对 流 项 为 主要 
都 分 的 时 候 。 | 
所 有 这 些 格式 都 能 扩展 到 多 维 情形 ,方程 设 为 


oF a+ vf saf, 
其 中 = f(r,8), a 和 * ME т HEED 
类 做 地 有 ” 
tn = Dw dCs — X). 
FE ABZ, o 是 向 量 系数 ,用 来 遍 近 函数 的 梯度 ; 
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————— -. 7 ` ss = - = -， — eee ee 


-ki me 


зада Gin. 


VOX) == 2j auo Xi), 
而 £5 用 来 通 近 Laplace BF; 
AX) "M 之 Bud $(X3), 


利用 格式 (1.5.7)，(〈1.5. 9) 的 主要 困难 在 于 每 时间 步 都 需要 
计算 这 些 系数 。 这 就 是 为 什么 有 限 差分 Euler 格式 比 自由 的 Lag- 
range 格式 容易 求解 的 厌 因 .在 (1.5.8) 中 点 蚌 疝 定 的 , 它们 没有 随 
“流体 "而 运动 。 与 跟踪 流体 质点 比较 ， 它们 需要 用 更 多 的 点 来 表 
示 初 始 条 件 , 或 者 通过 增加 需要 的 点 ,出 去 不 必 训 的 点 来 实现 网 格 
的 入 工 校正 。 而 在 (1.5.7) 中 ,点 按 对 流 移 动 ,一 般 不 需要 很 多 额外 
点 来 描述 扩散 。 在 (1.5.) 中 ,点 按 对 流 扩散 移动 ,原则 上 ， 网 客 自 
然 生成 ,点 的 运动 反映 了 支 集 的 传播 ,不 必用 额外 的 点 来 描述 对 流 
533 Bi. | 

上 上 面 方程 为 线性 的 ， 对 执 线性 方程 我们 也 可 以 用 同样 的 思想 
来 构造 格式 ,特别 是 对 Navier-Stokes 方程 ;有 很 多 人 考 起 过 确定 
型 格式 .下 面 我 们 有 选择 地 加 以 介绍 。 对 Navier-Stokes 方程 的 确 


' 定型 格式 既 可 以 有 粘性 分 离 ,对 Euler 方程 用 泥 轩 法 计算 ,对 热 伟 


导 方 程 用 确定 型 格式 ,也 可 以 没有 粘 福 分 离 , 整 个 方程 用 确定 型 格 
式 求解 。 ` 

a) Cottet 和 Mas-Gallic 的 方法 类 似 于 (1.5.7)， 对 流 项 是 精 
确 的 ,通过 改变 涡 团 的 强度 来 到 近 扩散 项 . 

设 位 置 为 X,, 强度 为 ais0 一 oV KIP о, HRA, 
V; 为 体积 。 位置 追随 流体 运动 


= u( X;Ct) t), X(0) — X, . (1.5.10) 
z 


在 不 可 压缩 流体 中 , У, 不 随时 间 变化 ， 上 述 算法 用 下 面 的 方程 来 
BET RR: | 

do; 一 Z D бо = eV EK X) (510 
o (0) = ME 
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其 中 & 为 一 个 小 的 参数 ， m ИЕНА b. B Rk F Es M £ — 0, 它 的 
极限 就 是 5 函数 。 可 以 先 取 一 个 函数 “(s) ， 然 后 令 
m z 
Бо) ее (2). 
M ¿CGO 只 依赖 于 1x| 并 且 
|: sit (dx = 2, i= 1,2 
时 ,将 函数 四 关于 * 点 作 Taylor 展开 可 以 得 到 
ECOLE | os) — «GGG — у)4у + 0687), 
由 些 即 可 导出 〈1.5.11)。 以 上 为 二 阶 招式 ， 也 可 以 导出 四 阶 格式 
x. 
b) Fishelov [1] 中 对 粘 竹 流 提出 了 一 类 确定 型 算法 , CSR 
形 a) 一 样 ,关于 对 流 是 精确 的 ; 即 
| PELO 
再 用 涡 团 法 求解 
20 PEED ~ Уу AKL 一 XO) LOK, 
这 里 K(x) Kk cd 1. 11) 中 的 速度 


K = T m ), 


+. HME, ec 一 二 由 (三 ) 扩散 项 的 离散 基于 下 面 的 
逼近 : 
w(x) & ож has 
Ac (x) © o Ads, 
我 们 可 以 得 到 如 下 一 类 格式 : 
BED. У KOLO — XK) OOM, 
d it) ` 


de. Dy AoC Xi) 一 XO ia, 
at ted 


AE 


| AR Хб) Жа 


Fishelov 证 明了 上 述 格式 的 相 容 性 和 对 热传导 方程 的 稳定 性 。 
c) Degond 和 Mustieles! 提出 丁 一 类 确定 型 算法 ， 关于 
对 流 项 的 处 理 与 a), b) 一 样 ， 主 要 差别 在 于 对 热 睦 导 方程 的 处 
理 。 我 们 把 热传导 方程 形式 上 化 为 特征 形式 ， 再 用 对 流 项 的 处 理 
方法 形式 上 处 理 扩散 项 。 考 虑 热传导 方程 
до 


s cy (S(z,r) vo) = 9, (1.5.12) 
SL(x,?) 是 正定 乍 阵 , 将 它 化 为 守恒 形式 : 
беу. j 一 0， (15.13) - 
K r.) —S(xaVo. (1.5.14) 
在 形式 上 将 上 述 方程 写成 对 流 形式 
| 29 у» CAG, Do) = 0, (1.5.15) 


1.5.14), 4(х,ғ) 为 
Alx, olx, t) = xD) = —S(x,:)va(s.1), 
TÉ 
ACx,t) = Sx) olx t) olr), (1.5.16) 
若 假设 ACx,t) 已 知 , 则 (1.5.15) 为 对 流 方 程 ,用 质点 到 近 初 值 «, 
| I wo 二 >; а(х Ху), I 


? je 7 
则 逼近 解 形式 上 为 
ex, l - Dama = 2, КОР 


Ax, КӘ = AGKO,D, X0) — Xj, 


考虑 光滑 通 近 i 
wlr, D 51 at — Xi), 
iej 


则 它 的 微 商 可 以 求 出 ,得 到 AC) 的 逼近 为 (1.5.1567， 从 而 得 到 
; 9 22 4 


的 确定 型 算法 为 
S(X,G2, ғ) > e; X, =, X; 
i ` 


dX) a _ 


de jet. OGG) 一 Xi(2) 


X,(0) = X; 
对 于 Navier-Stokes HE, PRN AGAR s XM ERE, 68 
4X0 — Уу KAALD 一 XO 


> a VECX;G) — XC#)) 


— L. 


У) at — XO) 


E $6. 快速 涡 团 算法 


为 了 更 真实 地 反映 流体 运动 ， 有 时 需 权 计算 大 大 小 小 的 涡 达 
一 万 个 ， 甚 至 更 多 。 如 果 是 直接 好 去 解体 问题 如 【〔〈1.1.12) 或 
(1.1.16)， 每 步 需 要 的 计算 量 达 到 ОСМ), 即使 是 当今 最 快 的 计 
算 机 ,如 此 大 的 计算 量 也 是 不 能 承受 的 。 对 于 NN 体 问 题 ,现在 已 有 
很 好 的 办 法 来 描述 它们 之 闻 的 相互 作用 ,并且 仅仅 只 要 直接 计算 
小 部 分 的 相互 作用 ， 从 而 达到 节省 计算 便 的 目的 。 这 些 算法 是 基 
于 远 处 的 涡 团 可 以 被 看 作 点 注 , 这 一 四 想 首先 被 Anderson" 发 现 
并 完善 成 为 局 部 校正 方法 《MLC)。 另 一 有 意义 的 方法 是 由 У. 
Rokhlin 和 L，Greengard 提出 ， 我 们 称 之 为 多 极 展 开 方 法 
(MEM), 下面 我 们 将 分 别 介 绍 这 两 种 方法 。 


61 局 部 校正 法 一 -无 粘 情形 
局 部 校正 法 的 核心 是 通过 解 下 面 方程 来 计算 涡 点 中 心 的 运动 


dr Lam), ` (1.6.1) 
dt 


е 28 * 


r. - чү a aw ————9 + + 


这 里 ZG, D) 29 (1.1.12) 的 逼近 且 使 得 在 点 2G) ЮЕ 
OCN?) 

ü(x,r) 的 构造 是 建立 在 下 面 事实 上 的 ,在 远离 涡 点 中 心 相 辣 
HELM AAR RAP EMRE RN, MRR 
产生 的 速度 公式 和 涡 团 产生 的 速度 公式 ， 上 述 结论 是 明显 的 。 实 
际 上 , 若 涡 团 是 球 对 称 的 , 即 涡 团 函 数 DG) 只 是 1z| 的 函数 ,有 紧 
支 集 ， 则 由 点 涡 和 这 样 的 涡 团 产生 的 速度 场 仅 在 该 涡 节 的 紧 支 集 
内 有 差别 (在 这 一 节 我 们 将 假设 涡 团 函数 有 紧 支 集 , 若 涡 团 函 数 没 
有 紧 支 集 ， 由 于 涡 田 函数 是 速 降 的 ， 由 此 产生 的 误差 可 以 忽略 不 
' 计 )。 局 部 校正 法 的 好 处 在 于 利用 点 涡 构 造 速度 场 只 需要 OCN) 十 
OCM log M) 的 计算 量 ,而 在 每 一 涡 点 的 校正 也 仅 需要 ОСМ) 0 
计算 量 ,从 而 总 的 运算 量 为 OCN) + OCM log M)， 而 且 我 们 还 注 
意 到 此 方法 能 够 保持 高 阶 矩 涡 团 函 救 的 高 阶 收 伍 性 . 

我 们 用 < = Cus) RARE, HAT ERE 


Om ү дш _ 
e» + Ba 0 
TA FERRA EA ИИ 
29b , 2 Ob 
s az,’ uy Әх, (1.6.2). 
REXX | 
w= дя, _ Ou 
Ox, Ox, 
AU PK SRA FERA | | 
| — Аф = ш, (1.6.3) 
TEE , ARAE sS HI BJ R: 
Р ; 
a(x, n 一 M D — x Go, (1.6.4) 
j=1 


这 里 хб) 为 涡 团 的 中 心 , o; 为 涡 团 的 强度 ， 二 维 Laplace HB 
基本 解 G 一 198, r= (è + y)? 则 


» 29 * 


oa —s I. Y 1 


ф = Gk p» 5. 一 OM 


= 2 (Gk zx — xiG2)oj, 
EH 表示 卷 积 ,由 《1 6.2) 
-X- E ым 一 zwi, 


j= 


“= >) — Gs — д), (1.6.5) 


1=1 


如 果 我 们 记 Ka 一 “бея, Ke; — Eki K, = (Ka, 


Кы), Js] (1.1.12), XR. CAMEOS 
BRA 2 fli 1.6.4) SA TCU HEURE 1.6.5), AR & {4 т 的 函数 ， 
则 速度 场 可 直接 从 K. RH. 

局 部 校正 法 的 第 一 步 是 计算 


И 
#(хб:),г) = У) K(x,() — xi(02o;, (1.6.6) 
f=1 


这 里 OK-—(/2x)—2,2), RAAT RRA Dirac AMS 
WE C 


UN 
wlz, 1) = >) d(x — x(0)o. 
ja] С 


为 清楚 起 见 , 我 们 先 只 算 m, MLC 第 一 步 由 两 部 分 组 成 

(1a) 得 到 速度 在 格 点 上 的 值 ， 

(1b) 把 速度 值 插值 到 涡 点 中 心 。 

为 了 弄 清 楚 〈1a)， 我 们 先 假设 只 有 一 个 涡 点 ， 且 计算 网 格 
为 中 心 在 原点 ， 每 一 方向 宽 为 4 的 正方 形 ， 再 假设 涡 点 位 于 区 域 


5. 点 ] x [-4, 4]. RF HR ACRES RUE RO 


"аа 的 身 的 是 技 到 速度 场 分 量 x аяр Ep, 
e 30 + 


EARR ET as ASHE, 考虑 网 格 函数 
A uh, ih), (1.6.7) 
这 里 AS 为 离散 的 Laplace 算 子 ， 由 于 u 在 除 涡 团 中 心 外 所 有 点 
是 调和 的 ，A*w.(i4,i2h》 在 远离 该 点 时 变 得 很 小 ,事实 上 , 如 果 离 
HX Laplace 阶 为 OCA*), MÜ A's b, n5) A OCH), A 
我 们 可 定义 函数 
A*u (ik, hA), 0,0, E [hal < D 
p ih ish) = 和 lil <р, 
І 0, X 5,45, ВЕТА DES] > D, 
| О (1.68) 
Ji] gz 是 A'uCih,Lh) 的 OCA BRE. 
由 于 gplih,i24》 是 (1.6.7) 的 返 近 ,通过 解 f 
A y nb ih) = SC isk nb), (1.6.9) 
且 令 计算 区 域 边 界 上 的 点 mAh, GA) Ci, hh), "TESI 
#(i4,i,4) 的 逼近 mA hih), р 
”选取 大 的 了 D 值 可 得 到 wCuh, A) 好 的 逼近 ,对 耐 定 的 也 , 提 
高 离散 Laplace 的 精度 可 增加 名 的 逼近 精度 ， : 
然后 将 是 把 速度 场 播 到 其 它 涡 点 的 中 心 ， 本 质 是 一 个 插值 问 
题 ,通常 的 插值 公式 都 可 以 用 ,然而 ,我 们 希望 应 用 让 点 涡 产 生 的 
速度 场 的 特殊 性 质 得 到 高 阶 的 插 信 公式 ,在 远离 涡 中 心 的 地 方 , 速 
度 场 的 两 部 分 形成 一 复 解 析 函 数 的 实 部 和 虚 部 ， 
F (a) = 4, — in, (1.6.10): 
这 里 我 们 把 x, 一 x, 平面 看 作 复 平面 ,(1.6.10) 是 解析 的 ， 是 因为 
有 下 面 Cauchy-Riemann 方程 
On , ди, _ Өн, on 
; Ox, + Or, ee Ox, Әх, f 
利用 速度 场 的 复 表 示 可 以 得 到 速度 场 的 插值 公 趟 ， 在 复 平 面 
上 作 一 个 函数 的 播 值 类 似 于 一 个 实 变量 函数 的 擂 值 ， 从 而 可 提高 
”插值 的 精度 、 给 定 复 平面 上 点 zoi— l, ten, Lagrangian 型 
插值 公式 为 . 


= 


+ 3] + 


F() = (ц ED. О) PG). (1.6.11) 


іт P*i 


WRA z c i h, MU (1.6.11) 的 精度 
可 达到 OC"), AL RERLCLS 1 LRQ SERI HE ER SUA, 我 们 
Us 个 点 可 以 得 到 精度 为 0C(h") 的 插值 速度 场 。 例如 ， 我 们 
可 用 4 点 就 可 以 得 到 4 阶 精 谋 ， 这 可 以 同 利 用 4 点 的 双 线性 插值 
作 比 较 , 那 样 的 插值 ,精度 仅 为 2 Br. 

值得 我 们 注意 的 是 , 当 距 涡 点 中 心 很 近 时 ,由 于 点 涡 导 出 的 速 
度 场 复 函 数 的 奇 性 ,上 述 插 值 精度 不 好 。 幸 运 的 ,插值 公式 在 点 涡 
险 近 不 精确 是 可 以 允许 的 ， 因 为 在 第 二 步 ， 我 们 将 在 涡 点 附近 对 
速度 场 进行 校正 . | 

算法 的 第 二 步 是 对 第 一 步 中 得 到 的 速度 场 进行 局 部 校正 。 对 
一 给 定 的 涡 ,校正 由 两 部 分 组 成 , 减 去 由 该 涡 附 近 的 涡 点 产生 的 速 
度 场 播 值得 到 的 逼近 速度 ， 再 加 上 这 些 附 近 涡 点 在 此 点 产生 的 正 
确 速 度 

ug? = a 一 u$, (1.6.12) 
其 中 wl? 表示 第 j 个 涡 点 的 速度 校正 , ж? 表示 区 域 
la — x] < c | 

内 涡 产 生 的 精确 速度 , wi 表示 区 域 |5,00) — O| «c mme 
生 速 度 的 插值 。C 是 -一 个 待 确定 的 参数 

精确 的 速度 场 可 通过 (1.6.5) 得 到 。 对 第 i HAAR A 
生 速 度 场 在 第 i 个 点 播 值得 到 插 信 速度 场 ,利用 (1.6.12)， 可 对 束 
度 场 进行 校正 ， | 

Е MEIEREI E — HA SEROPUR BR 
定 别 的 涡 点 是 “ 近 ” 或 “ 远 "、 如 果 我 们 通过 计算 该 点 与 其 它 涡 点 的 
距离 来 决定 ,这 样 的 计算 量 又 达到 ОСМ). 克服 这 个 困难 的 一 个 
基本 想法 是 用 宽 为 天 的 “ 链 网 格 ” 覆 靖 整 个 区 域 (注意 , A 不 要 求 与 
k 相等 )， 每 一 涡 点 对 应 一 “ 包 ”， 在 每 -~“ 包 "中 贮藏 了 一 些 涡 点 ， 
在 决定 涡 点 是 否 在 附近 时 ,只 要 决定 包含 涡 点 的 包 是 否 在 附近 ,车 ` 
找到 一 包 , 就 可 以 通过 该 包 内 涡 点 的 表 找到 附近 的 涡 点 ， 


MET 


ee nc 


对 局 部 校正 法 ,我 们 可 以 总 结 如 下 :用 宽 为 & ODA ЕЕ 
个 计算 区 域 , 利 用 快速 精 圆 解 得 到 


N 
Aba (ih, nb) = D>) gp; (1.6.13) 
j=1 


的 解 ,这 里 gp, 是 在 (1.6.8) 中 定义 的 网 格 通 数 , 类 似 地 我 们 可 以 
得 到 各。 利用 (1.6.117 的 插值 公式 ,我 们 可 以 得 到 涡 点 上 的 插 逢 束 
谋 场 ,为 了 改进 逼近 速度 场 的 精度 ， 我 们 利用 (1.6.12) 在 每 一 点 附 
近 进 行 校正 。 求 痊 (1.6.13) 右 边 需 ON) 运算 量 , 校 正 需 要 OW) 
”运算 量 ,假设 离散 Laplace (1.6.13) 的 解 需 OC M log M) is EG, 
则 总 的 运算 量 为 OWN) + OCM log M). | 
在 实际 计算 中 还 有 两 个 可 调 的 参数 C, D, 例如 我 们 选取 
C- D = 2à, 
得 到 的 计算 结果 就 让 人 满意 了 ， 


62 ”局 部 校正 法 一 有 帖 情形 


Anderson 的 局 部 校正 法 是 各 种 快速 涡 团 算法 的 基础 ,如 果 直 
接应 用 到 随机 涡 轩 法 中 ,由 于 大 部 分 混 集 中 于 边界 附近 ,局 部 校正 
的 计算 量 还 是 不 小 。Baden 和 Puckett 对 随机 涡 团 法 提出 了 一 
种 快速 算法 ,他 们 把 计算 区 域 9 分 为 两 部 分 : О, 是 远离 边界 оО 
的 部 分 ,2, 是 靠近 边界 的 一 部 分 ,在 2. 上 利用 . Prandtl 边界 层 方 
程 ,并 用 涡 片 方法 解 ,在 内 部 O, ARAR. 当然， 我们 还 是 象 
第 三 节 中 一 样 用 分 步 算法 ， 通 过 在 边界 上 产生 涡 片 来 满足 边界 条 
ФЕ. РОЛ О, 我 们 把 它 转 换 为 一 些 涡 困 „Ж О 内 涡 
BEA 9,, 则 把 它 转换 成 涡 片 ， 转 换 时 都 保持 相同 的 环流 。 下 面 
仅 对 边界 附近 区 域 О, 用 涡 片 方法 作 详 细 介绍 ,为 了 简单 起 见 ， 我 
们 还 假设 2 为 上 半 平 面 . 

我 们 定义 


Q, = [z € .0,dist(+, 00) < ё}, 
在 如 ,上 用 涡 片 方法 解 边界 层 方程 


» 33 « 


š, + uë, + of, == Einn | (1.6.14) 


Š = —и,,, (1.6.15) 
и, dv, = 0, (1.6.16) 
(uv) „о = (0,0), (1.6.17) 
lim (7, ¥ 51) = UG x), (1.6.18) 


RH (z, v) 表示 速度 分 量 , ЯКА, U 为 无 穷 远 处 的 速度 ， 
在 涡 片 方法 中 , 当时 间 :一 《Ar 时 , НЕВЕ PMR BI 
E(x," = > Ebla 一 Cz) Cx) — x); 
XH E; 是 第 i акаш, (GOD, Сх) 0) 是 它 的 中 心 , b, 是 光 
RARE Chorin [21 中 取 为 
— ixj], lz] «1, 
he = h, RB, 
参数 IRAN KE, (1.6.19) ХАК 21. 
С1.6.15), (1.6.18) 8] Ы, £t 导出 at 
dnx) UG, kA?) + 2; &jbi(x, 一 - GOD 
+ H((x,)Ë T 25 
这 里 Н(х) Xj Heaviside ЮЖ. 利用 (1.6.16), (1.6.17) 可 把 ç Ж 
示 成 "Я, FU rob 3E U., 可 得 


2n, = —0, U. (n, RA 一 T > Ei 


1 ; | і | 
(a (nt Ead) -h (« 一 二 一 Co 和) 
+ min(x,,(2,)4). ` ` (1.6.20) 
对 内 部 9,。 运 用 第 三 节 的 随机 游 动 涡 闭 方法 与 Anderson 的 
局 部 校正 方法 ,我 们 可 以 得 到 有 粘 情形 的 快速 算法 。 
5. Baden!" 利用 局 部 校 下 方法 ,并 作 并 行 化 处 理 ,做 了 大 涡 量 
计算 . 


e 34 v 


(1.6.19) 
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| Anderson 的 局 部 校正 方法 是 建立 在 CIC (Cloud in Cell) 
方法 上 和 的， 他 把 远 处 的 涡 团 看 作 涡 点 来 计算 ， 而 对 近 处 的 涡 团 直 

接 计 算 。 O. Greengard 和 Rokhlin 对 质点 法 提 册 了 一 类 快速 
算法 ， 质 点 法 不 仅 在 流体 力学 中 运用 ， 在 等 离子 体 物 理 《Plasma 
physics)， 尖 体力 学 《celestial mechanics) 和 分 子 动力 学 中 也 是 
常用 的 方法 . 

假设 二 维 物理 模型 中 有 N 个 质点 ， 其 中 一 质点 位 于 xc В, 
对 任 一 点 LER, х зя х,, ict x, 的 质点 产生 的 位 势 为 

Pal) 一 — log (|z 一 x iD, 
速度 场 (电位 场 ) 为 
| COR L — = V 

我 们 知道 $. GOD. 在 不 包含 z 的 区 域内 是 调和 的 ， 这 个 性 质 
是 我 们 构造 快速 算法 的 理论 源泉 .。 

ei a ing nhi мона 
有 二 个 质点 9 q. 位 于 xe СС, Yis Ya X Cm 
一 点 集 , 我 们 说 点 集 (n) 3 {yi} 是 真 分 离 的 是 指 存 在 点 хо, y, € C 
和 实数 ”使 得 


|z; — | <r, i= 1,-"* m 
ly; yl < r, i= L, n, 
[x 一 yo > 3r, 


ra 


As 平面 上 真 分 离 党 
”为 了 计算 质点 (a) 在 ly) 产生 的 势 ,需要 求 
| 235° 


> Ф $a) eb 


直接 计算 需 计 算 量 为 Olam), 现在 我 们 先 求 点 (x) YE r hI P 
项 多 极 展开 系数 


o = Ee 5) аА | <<, 


这 需要 计算 量 为 OCmp)， 然 后 再 求 在 y; m 项 多 极 展开 
>; Ф. Сур) = = Qlog(y; 一 x) + > Т ,. 


i-i óc 一 Xo 
这 需要 计算 量 为 Olp), 总 的 计算 量 为 O(mp + np). 由 
Greengard 和 Roklint3 中 定理 2.1 可 知 ， 误差 为 | 
F bak) — log ys — 0 — 31 4] 


&i ly; — nlt 


« a(ty . (1.6.21) 


为 了 达到 8 的 精度 ,只 需 取 p 一 一 !log:e BARTS. 从 而 计算 
BAA OCm) + O(n), 4 mm 很 大 时 就 大 大 地 减少 了 计算 量 . 

快速 多 极 展开 算法 的 总 体 思 想 是 利用 多 极 展开 计算 各 种 空间 
尺度 的 不 同 簇 质 点 之 间 的 相互 作用 ， AAN eee UIS. 
下 面 我 们 将 介绍 多 极 展 开 算法 ， 

为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 计算 区 域 为 以 原点 为 中 心 , 边 长 为 
的 方块 、 其 中 包含 N 个 质点 ， 下 图 显示 的 附近 的 8 个 方块 也 将 有 
E, HARARE. 

HERRE, 我 们 选取 p 一 loge, 
由 于 需要 计算 相互 作用 的 各 簇 质 点 都 是 真 
分 离 的 ,从 而 由 误差 估计 (1.6.21) 得 出 的 截 
断 误差 为 2 "， 它 在 期 望 的 精度 允许 范围 
Ae URAR -之 内 。 为 了 满足 这 些 条 件 ， 我 们 引 人 网 格 
及 附近 的 周期 方块 。 且 方块 的 系统 如 下 ， 把 计算 区 域 分 割 成 越 来 越 小 

中 心 在 厌 点 ,面积 为 ! 。 ”的 区 域 《 如 图 5), 网 格 的 第 0 属 为 整个 区 


* 36. + 


MERE i aom ——  -— 0 


图 5 计算 方块 及 加 细 的 # Е 


PR, S I 十 1 层 是 通过 把 第 1 度 的 每 一 区 域 分 成 相等 的 4 个 部 分 
《 称 为 该 方块 的 子 方块 ) 而 得 到 ， 从 而 第 1 层 的 不 相交 方块 有 全 
个 。 

为 了 描述 算法 ,我 们 先 介 绍 下 面 几 个 记号 : On: 包含 在 第 
BE i 个 方块 内 质点 产生 的 位 势 关 于 该 方块 中 心 的 P 项 多 极 展 
JW, T, 在 第 1 层 第 i 个 方块 及 除了 离 它 最 近邻 域 之 外 的 所 有 
质点 产生 的 位 势 在 该 方块 中 心 的 了 项 局 部 展开 。 бы: RIB 
第 i 个 方块 的 父母 方块 及 除了 父母 方块 最 近邻 域 之 外 所 有 质点 产 
生 的 位 势 在 该 方块 中 心 的 ?项 局 部 展开 。 相 互 作用 表 : 对 第 上层 
第 i 个 方块 ， 由 它 的 父母 方块 最 近邻 域 中 与 第 i 个 方块 真 分 离 的 
子 方块 组 成 。 

o BERE — 1 层 ,已 知 局 部 展开 Yin 


„<= > a, (z 一 ж, 
我 们 可 以 把 展 式 Vn 转换 到 第 i 个 方块 的 子 方块 上 去 
| ，37 ， 


SaaS (> “(1 ) Con) 


k=0 2 dma She? 
则 对 第 了 层 第 i 个 方块 可 得 到 AME YTRA RAMS II. 
互 作 用 表 、 把 相互 作用 表 中 的 方 
ххх [хх | | Mesum 
[х[х}х[х/х/х| ФС) = alog(z — z) 


Р 
ay 


> (x =~ 2,)* 
转换 成 第 i 个 方块 的 局 部 展开 
be) = > byx! E 
1-0 
这 里 
P 
图 6 ”第 ;个 方块 的 相互 作用 表 ， 用 НЫ Sk o Sk 
“X# 作 记号 的 方块 是 与 第 了 个 方块 真 分 " 2 a 9 
WS. ВТ: 个 方块 的 父母 方块 最 
i 十 a,log (— z) 
和 | 
I+ 
S = К -1»)-; {>1, 
zi 大 一 1 zi k— : en 


deua сузе NM 
Lj) . 
快速 多 极 展开 算法 描述 如 下 : f 
选择 加 细 的 层 数 n 之 108, N, Hs, P = —logu. 
-第 一 步 : 在 最 细 层 的 每 一 个 方块 内 ， 形 成 由 该 方块 内 质点 产 
生 的 位 势 关 于 该 方块 中 心 的 多 极 展开 Onie 
第 二 步 : 在 粗 层 形成 关于 每 一 方块 中 心 的 多 极 展 开 ， 每 一 层 
式 表示 由 该 方块 内 质点 产生 的 位 势 。 具 体 做 法 是 抬 每 一 子 方块 的 
多 极 层 式 
en == mlog (z 一 ж) + > 
转换 成 关于 该 方块 中 心 的 多 极 展开 式 
+ 39 • 


ptz) 一 mìog z + xb b. 


ix Hi 
"ERA e 1 一 
b, -G аузу * Са due а, 
并 把 它们 加 起 来 从 而 形成 рен Dris Же; 相互 作用 都 


| 是 尽 可 能 在 粗 层 上 计算 ,对 一 给 定 的 方块 ,相互 作用 只 对 那些 与 该 


方块 是 真 分 离 的 且 在 上 一 层 没 有 计算 相互 作用 的 方块 而 言 。 

RIA: 在 每 一 层 ! < # 一 1 形成 关于 每 一 方块 中 心 的 局 部 
展 式 ， 这 个 局 部 展 式 描述 的 是 不 在 该 方块 及 邻 域内 所 有 质点 产生 
的 位 势 场 多,:， 它 由 英 部 分 组 成 , 一 部 分 为 9,,, 它 通 过 把 第 i 个 
方块 的 父母 方块 的 Fii 转换 而 来 的 。 男 一 部 分 是 通过 把 相互 作 
用 表 中 多 极 展 Ф 转换 成 关于 第 i 个 方块 中 心 的 局 部 展开 并 加 
起 来 而 得 到 的 ， 

第 四 步 : 计算 最 细 层 的 相互 作用 。 把 第 ; 个 方块 相 豆 作用 表 
中 第 ; 个 方块 的 多 极 展 开 On 转换 成 关于 第 i 个 方块 中 心 的 局 部 
展 式 并 把 它们 加 起 来 ,然后 再 加 上 Fsi MAER For 最 细 层 
的 局 部 展 式 将 用 于 计算 位 于 最 细 层 方块 最 近邻 域 之 外 的 质点 产生 
的 位 势 . | 

第 五 步 : 在 质点 位 置 计算 局 部 展 式 ,对 在 第 i 个 方块 中 位 于 
z; UR PTR Onile 

BAD: 直接 计算 近邻 域内 的 位 势 、 使 对 第 i 个 方块 内 每 一 
质点 p. 计算 该 方块 及 邻 域内 其 它 质 点 与 9; 的 作用 ， 

第 七 步 : 对 第 i 个 方块 的 每 一 质点 ， 把 直接 计算 的 部 分 与 远 
处 的 项 加 起 来 。 

注意 ; 每 一 个 局 部 展开 都 是 由 2 项 的 多 项 式 描述 的 ， 在 一 点 
直接 计算 这 些 多 项 式 就 产生 位 势 。 由 解析 性 及 速度 场 与 位 势 的 关 
系 , 从 导数 就 可 以 得 到 速度 场 的 表达 式 , 而 不 必要 数值 微分 。 

对 于 有 边界 情形 ,在 Greengard 和 Rokhlin [1] 中 有 详尽 说 
BB, 
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当 计 算 区 域内 质点 分 布 很 不 均 句 时 ，Carrier，Greengard Жї 
Rokhlin {11 中 给 出 了 一 种 快速 算法 。 

在 Greengard 和 Rohklin [2] 中 讨论 了 三 维 情 形 的 锯 速 多 
极 展开 方法 。 
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第 二 章 不 可 压缩 流 的 数学 理论 


$ 1. Sobolev 空间 的 一 些 性 质 


Цх 一 n, š F y (n, s БУУ. 表示 d FER JL EL Ass 
IJ R^ HAA FAS se] 一 Ye 十 … 十 在。 ROHR AH 
FR, u(x) 为 定义 于 @ LMR. RIA э 228—0 
s *t 4 
微分 算 子 ,它们 也 记 作 68 ,5yv。 对 于 高 阶 徽 商 , 我 们 引进 多重 
指标 а == (0, **,a4), 和 一 СЕ 827 8, 其 中 x; B 等 都 是 
ЗЕК, ` 
Oars 
. xn... Orga? 
Mid јај =at- tan Mk 161 = m. NAD EREA 
{a*}iei-s。 在 一 般 情 况 下 ， 我 们 假设 0 的 边界 充分 光滑 ， 
Wil«pco,T d 


ð= 


1, (ноот), | ал) 


A LO) 记 0 上 所 有 使 (2,1,1) 有 限 的 Lebesgue 可 测 的 函 
数 的 集合 。 在 范 数 (2.1.1) 之 下 ， LIQ) 35)— Banach 空间 , ЯФ 
Пааа — ess sup IC) | 一 inf sup|sG) |, (2.1.22 


其 中 不 表 示 吕 内 任 一 零 测 度 集合 ， 我 们 以 LO) 表示 上 上 所 有 
使 (2,1,2) 为 有 限 的 Lebesgue 可 测 的 函数 的 集合 ;在 范 数 (2,1, 
2)Z F L'"(0) 也 是 一 个 Banach 空间 , 对 于 p = 2, L'(O) 还 
是 一 个 Hilbert 空间 ,以 | 


| (uv) ү. u(z)e(x)dx 
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fey CHAR, 设 m 为 非 负 整 数 ，1 рсе, 4 
Ilana = ( 3 По" ‘ay (2.1.3) 


其 中 дси 表示 广义 微 商 。 按 范 数 (2.1.3) 得 到 的 Banach 空间 记 
e WhO), G ре 2， 它 又 记 作 НеСО). WE p 一 co, 可 以 
定义 


lla uo = max 12°{\,,„,о» 
` labem 


对 应 的 空间 记 作 Wea), AD Lesh, MRNTH ROR S 
引起 误会 , 则 9 可 以 不 写 , 当 请 一 2 时 , 乡 也 可 以 略 去 不 写 。 
在 空间 ИСО) 中 ,我 们 还 常用 如 下 的 半 范 数 : 


X x 
| ? 

[а] wa = (> {әз ,ь) , 1 =< p < оо, 

LIP a oe ae ullo sio. 


| 以 上 是 非 负 整 数 阶 Sobolev 空间 的 定义 ， 我 们 还 用 到 其 它 一 
些 空间 。 CO) 和 CD 分 别 表 示 在 2 上 或 在 如 上 大 次 连续 
”可 微 的 函数 的 集合 ,对 于 后 者 ,如 果 引 进 范 数 
illeta 一 之 1a allog» 


则 它 也 是 一 个 Banach 空间 。 СКО) 则 表示 在 9 中 大 KERT 

微 有 紧 支 集 的 函数 的 集合 .在 以 上 定义 中 ， 大 可 以 等 于 co 。 设 

olsi, Ф | | 
„tullet == Васко) + max sup, Дату 8s] 


lejsck heri [x — y{* А 
(2. 1. 4) 
则 它 对 应 的 空间 Ch) 也 是 一 个 Pause SU (2.1.0098 — 
项 称 为 Holder KR. I 
空间 CECO) 在 УКО) 中 的 闭 包 记 作 WTO); 它 也 
”是 一 个 Banach 空间 . 当 p 一 2， 它 也 记 作 Ho). 
设 :之 0， 它 不 一 定 是 一 个 整数 ， 我 们 定义 空间 Wo, 
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Tt 64 ARMIN rer u. Sa co RR а. 


Їр < со, 不妨 设 =k 十 2， 其 中 大 为 一 个 整数 ,0 < 1 < 1. 
引进 如 下 范 数 


j 1 

a O ul) — O*u(y) |? r 

Бы» = lh. +È Z |J, PROS Masa, y, 

则 所 得 到 的 空间 记 作 WCO). M p — 2 时 , 它 也 可 记 作 HO). 
同 理 还 有 (оу 5 HO). Р 

tl pl, 421, 520, SA ИСО) B9 ` 

对 侦 空 闻 记 作 WAA), ТИЮ ОЕ Эр 


sup 7.9 
. 
ee Wirt lelaga 


同样 , 当 p— 2, WO) 可 以 记 作 HC). ik 为 某 一 可 测 
MR, WRT #є W Со) 的 意思 是 ,按照 


Í uvdx — (v,u», Vv€ со) 


定义 对 偶 积 , # 与 ИККО) 中 的 一 个 元 素 对 应 。 在 这 种 意义 下 ， 
我 们 有 | 


ШЕ 一 


W*vef*(Q)CW^*(9), 


其 中 与 5 都 是 任意 的 实数 ,满足 5 过 5. 

ERAR Sobolev 空间 的 定义 还 可 以 作 一 些 推广 。 XH 
Banach 空间 ， 我 们 定义 一 个 映射 f;《0, T) X, Walt f й 
集合 定义 类 似 的 Sobolev 空间 , 它 记 和 作 WO, T;X). 

FERR Sobolev 空间 中 的 嵌 人 定理 、 紧 媒人 与 迹 定 理 。 为 
了 了 氢 述 简单 起 见 , 设 9 的 边界 有 界 且 充 分 光滑 , ШУК, ТЕЖ 
中 ,永远 假设 C 为 一 个 通用 的 常数 ,在 不 同 的 公式 中 它 可 以 取 不 同 
的 秆 ,而 Co Cu 7M, Mis Maso ,等 都 是 具有 某 种 特定 意义 的 
a | 
设 有 两 个 赋 范 空间 4 与 B, 满足 
(a) 4 是 8 的 子 空间 ; 

(b) 对 一 切 2€ A, 由 1;4 一 a 定义 的 从 4 到 8B 的 恒 司 算 子 
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ES o .— —. s — — — — -.— 


FEE SER MR ARAB B, 记 作 4 一 8. 

整数 阶 Sobolev 空间 的 媒人 定理 可 以 叙述 如 下 :” 设 了 满足 
1x po, | 

(a) 当 mp < d ht, WCO) — L*( Q), Rh 

р<9< 4р, 
d — mp 

(b) 当 mp — d it, W"*(0)— LICO), Ku p < q < 00; 

(c) 3 mp > d > (m — Dp Bf, W^*(9)- CD), 其 
rh0 < 1 < m — 5. 


in 0 а, ШЫ ERA SET (а) eb "71 


^. 都 是 紧 的 。 
对 于 分 数 阶 Sobolev 空间 ， 根据 下 文 的 需要 ， япяав ғ- 


2 АЗЕ. 520,269 < co, x= — + š, 则 


щиро, т НСО) — WO), 
ЕТ ЭС НВА, RIERA 
与 下 文 有 关 的 特殊 情形 。 对 于 上 述 区 域 , 有 


LIFE = eclul,o, s = > " 


此 外 ,对 于 边界 上 的 法 向 导数 ,有 
|же | 
Ont le-a 
对 于 空间 НОО), 它 有 一 个 很 有 用 的 性 质 ， 即 Poincaré 不 
“等 式 , 设 0 为 有 界 区 域 , 则 
lelono < clelia, YuE НСО). 
以 上 均 为 标量 函数 的 空间 ,我 们 下 面 常用 到 向 量 函 数 的 空间 . 
Blin (LO), «€ CL'CO)Y 意味 着 = ба, ж, и), MEN 
每 一 个 分 量 都 分 别 属 于 LO), RENE 
+ 440 


< elo, idi 


* 

(Xii). 
”为 了 书写 方便 ,我 们 以 后 仍 把 它 记 作 ullo. 

在 研究 不 可 压缩 流动 时 ， 有 一 个 Sobolev 空间 的 子 空间 是 很 
有 用 的 。 SERIA {ws sn€E《C5C0)):, "wu 一 0}， 然 后 在 
CLX.O)) 中 取 闭 包 , 所 得 到 的 空间 记 作 X。 在 某 种 意义 下 ， 它 是 
《LXQ)) 中 所 有 满足 Vu 0, nenjo 一 0 的 函数 的 集合 
这 里 = 是 单位 外 法 向 量 。 当 9 为 有 界 区 域 ， 并 县 它 的 边界 适当 正 
则 时 ,我 们 可 以 把 《LX0))* 作 如 下 的 正 交 分 解 : 

(L(Q)) = x@G, 
其 中 G 一 (w€ (D); w— ур, рє CO). Tu ORO 
REM MESON AE SE ACRE сия» | 
= («€ CL(9)); u= ур, p€ L,CO), 

bL е 一 紧 子 区 域 上 属于 LES. 由 此 分 
解 ,还 可 以 得 到 一 个 正 交 投 影 ， 


Р:(1)0)) X, 


它 称 为 Helmholt: 投影 算 子 。 因 为 它 是 正 交 投影 ,所 以 它 是 一 个 . 
有 界 算 子 。 | 
下 面 假设 空间 的 维 数 d — 3， 我 们 还 假定 @ 是 一 个 有 界 的 音 
连通 区 域 ， 它 的 边界 充分 光 清 ， 则 旋 度 算 子 curl 具有 如 下 的 性 
质 : 
(a) 在 空间 XN Gr Co» m, бж {сш + o 51111 等 价 ; ， 
OR EPI 
curl; xñ (ru (Qy: > (ç € (H:( Q); V * v = 0) 
是 一 个 同 构 映射 . 
下 面 斤 述 有 关内 插 的 一 些 狂 质 ， 为 了 叙述 方便 起 见 ， 仍 假设 
Q 是 一 个 边界 充分 光滑 的 区 域 ， 则 对 于 wera), Weta) 与 
W'et(Q), p> 1, 0 «s e n em s, 有 如 下 的 内 播 不 等 式 
ae ‚ж Chal; | Vee WIO), (2.1.5) 
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其 中 9 一 人 一 2 


站 全 人 
有 许多 方法 可 以 定义 空间 之 闻 的 内 插 ， 我 们 在 这 里 叙述 
Calderon 与 Lions HAAI, W Ba B, 为 两 个 Banach 空间 ， 
Y 为 拓扑 向 量 空间 ，B。 和 B, ERRA Y , 即 恒 同 算 子 1:8, Y 
与 1:B, 一 Y БЖ. < 
By + B, = {b + b, € Y; b, € Bob, € By), 
ll; By + Bi] = Да, «12,15, + 10415,2. 


再 定义 C -> B, + B, 的 子 空间 为 
F(By,B,) — (fifio + ir В, + В,, ЖА f а 
(a) f dg 0 coc 内 全 纯 ; 
(b РЕ D< o c KERER; 
(с) rER, fGr) € B,, c — Кіт) ER, 


lim Кт) = 0; 


(d) r€R; fa + іт) Є В, т» КІ + іт) ER, 
lim x + ir) = 0}, 


IL nd 
定义 一 个 范 数 

If; FCB,, BI = max(supllf Gl, supllfC1 + 52a.) 
在 此 范 数 下 它 是 一 个 Banach 空间 。 对 于 任意 的 ce [0,1], R 
们 定义 “中 间 空 间 : 

[B,,B,), = (4€ B, + BFE f€ PCB,,B,) fit u 一 коз}, 
并 且 赋 以 范 数 

{#;1В,,В,]|| = E. AG FCB, BON, 
о" 


在 此 范 数 下 , 它 是 一 个 Banach 空间 。 
可 以 证 明 , 如 果 OS a < s < s, W 


HC) —(H*(0Q),H^(29)]s, . 


wawas wam — ............. EE ериннин нин 


Sip = а-а. 
f — 54 

. 对 寺内 揪 空 间 , 如 下 的 算 子 内 插 定理 是 十 分 有 轩 的 : VEO, Y 
为 两 个 拓 扩 向 量 空 间 , 以 o7 СФ; F) CHALOM THRE 
映射 所 构成 的 空 闻 。 现 在 设 X,Y 为 两 个 Hilbert 空间 ,它们 具有 
上 述 关 于 B., B 的 性 质 ,又 设 BY 为 另 一 对 Hilbert 空间 , 它 
ПОНИ LIBRE, x € (Х; ФС), 同时 又 有 x € S (Y 59, 则 
有 
z€gzüx,Yl]; 1,216), 0 < 6 <1, 
并 且 有 

{са [жөө < Стаах(«»)||в||тхузө» (2.1.6) 
其 中 ¢ 为 一 个 只 依赖 于 上 还 空间 与 常数 OER, o0 B AERE 
= 在 空间 L(K A), LOY YW) HAR. 


$ 2. 覃 圆 型 偏 微分 方程 解 的 一 些 估计 


我 们 在 本 节 中 只 列 出 对 于 下 文 有 用 的 一 些 结果 。 为 叙述 简单 
起 见 , 仍 假设 OCR! 为 有 界 的 ,边界 充分 光滑 的 区 域 ， 首 先 考查 
如 下 的 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 

I —4ф= о, -. (22.1) 

pimo . (2.2.2) 

Wb s> —1, p€ (1,00). WH o € W"*(Q) Bi, pe WCQ), 
且 有 估计 | 


МФ, < СП, (2.2.3) 
还 可 以 考虑 非 齐 次 边界 条 件 


А Ф јео -:, | (2.2.4) : 
则 间 题 (2.2.1),(2.2.4) 的 解 有 估计 I 

L2 NT < c(|lell,.,.o 十 Ца, E y (2.2.5) 
还 可 以 考虑 局 部 估计 , 设 O'CO, 4 r= aNg, 我 们 设 T 
是 一 个 一 1 КВНЕ ОЯ), 又 设 oca 并且 O" 在 


. 4? + 


UT 中 紧 , 则 有 
Jesu ior < |], „ь + Mellisicuper + gh,,,.0). 
(2.2.6) 
对 于 问题 (2.2.1),(2.2.2) 的 解 还 有 Schauder 型 估计 
lll cmm < cle ||e= tun, (2.2.7) 
Жн m ЕЗЕК, 0-11, WA Schauder 型 局 部 估 
‘th. Ж 2 8” 如 上 所 设 , 则 有 | 
Mem aen < CCo] Ceo + села + lelero). 
(2.2.8) 
值得 注意 的 是 , 当 1-0, Schauder fit ARIZ, (BER 
、 可 以 得 到 一 个 弱 一 些 的 估计 ,下 面 我 们 设 cec “ду, © 
以 G(s,2) 记 对 应 于 (2.2.1) 的 Green RR, WA 
OG) = | бхз) одда, 
它 的 一 阶 微 商 等 于 
véG 一 |, VsGU Wot: (2.2.9) 


在 器 Ен х, У, 4a = |x = vl, Да Ott, 2a 为 半径 
ФЕС) EZ, 则 有 2D 


[vec —veG! < Chole Д Cv GI 
+ |V,G(y,z)l)dz 
+ |, 1¥.GCx,2) — ‚бу, z)l as]. 
对 于 Green MR, AM PHT: | 
IDG(z,z)| < c |z — zl, 
| |D'G(x,2)] < Cla — sl 
TR | 
Iveco VHI < Collen (T 1s — x1 Mes 
+ Í. ly — #|!744: 


е 4B s 


a a — ms = 


| [z — yl + [x — tae] 
tel ge IR 
< CCa + a| tog a Dolo 


Jeri R26 Q BJ Ë 4 MA 
[|VéGO — vo < CCIx — y] + Ix — y! 
+ | log |z — y] DI olus, (2.2.10) 


ж Q = к“, WL s 26 fos SE ЕНИ ЖКК AEB ET В. 
RE 2a« R, 在 8 内 的 估计 已 如 上 述 ,在 8B 之 外 则 由 °С), 2) 
的 有 界 性 得 


TES (V,GGx, 2) 一 Vy nora uns 


< els —y f a ols) las < Cle — y] Holle 
于 是 有 i | 
[VG — VEG) | < СО — y| + le—yl ; 
+ Пор | — ¥[ Dolls a? + Cle — y| -lolasi (2.2.11) 
显然 当 2a > Rif, (2.2.11 WRAY, | 
对 于 Neumann 问题 ,有 类 似 的 合计, 设 边 界 条 件 为 


дф 


ж Жы I? (2.2.12) 


M sz0, PEC, оо), MY о ИО), ew?” (Әй) 
时 , 河 题 (2.2.1),C2.2.12) 的 解 满足 估计 式 | 
уро < ССП, + а, аво 2. (2249) 


当 Q= R HAART CATH. Be HR, WA 
I Iplarni < elle llus nd (2.2.14) 
对 于 Stokes 方程 ,有 完全 类 似 的 估计 ,我 们 考查 固 壁 问题 
ry + L Vp = f, 
V v u = 0, 
#|əç = 0, 


. 49. 


则 对 任意 的 > —1, 有 
[1 с. | 6.2.15) 
以 后 ,我 们 还 将 用 到 双 调 和 方程 。 设 
Ay — 0, 
alr = £s бе. E - fis 
则 与 局 部 估计 (2.2.6) 对 应 地 有 
|а о < CCla + helar + elo, (2.2.16) 
其 中 :之 1。 
利用 以 上 的 估计 ,我 们 可 以 证 明 Helmholtz 投影 算 子 P 是 一 
个 有 界 算 子 : P;G'CO)'-— Ca), Kes So 0 ЕЖ. 
由 第 1 节 , 设 a € Or Co), Ri 


s — ç + t, (2.2.17) 
其 中 e= Fe € X, w= Vp € G, 以 散 度 算 子 台 作用 于 (2.2.17) 得 
i Vue Ap, 


在 边界 上 ,以 2 作 内 积 得 


“ue tlag = w * п|во = Op 


,On jao” 

于 是 由 (2.2.13) 得 0. | 

ӯро < СОУ + allo + he |,» 
其 中 20. HERA | 

[vela < Claros 
即 
[ЛУ = С Я 
FHC 2.2.17) 88. I 
Pra. < Chetan 
再 利用 第 工 节 中 的 内 插 定 理 即 可 知道 
{Ри], < Chu, 

对 于 任意 的 * > 0 都 成 立 。 
在 本 节 的 最 后 , RORBSRABDRAKA Lax-Milgram 
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定理 : 设 了 为 可 分 的 实 Hilbert Bis}, A Welly HB. awe) 
是 定义 于 Vx V ERRE ERZE, "RUE du FARAR AE: 
存在 常数 «с> 0, 使 
e 0(u,u) > elus, Vut V. 

再 设 V 为 了 的 对 偶 空 间 ， 则 对 企 一 7 ， 存在 唯一 的 =€ V, 
| V 

i aluo) = lv), We, 
并 且 

del, SCN. 


` 


$3. 三 维 Euler 方程 的 初 值 问题 


下 面 的 讨论 对 于 二 维 情形 也 是 适用 的 ,我 们 在 区 域 R: x [0， 
T] 中 考虑 如 下 的 初 值 问 题 : 
Ou 


би + (иуи Lupe fy С (зл) 
V*:u-0, | - (2.3.2) 
ti | =, = Ho, (2.3.3) 


定理 3.1 X omi3,G4€(PTy, У м, = 0,f€ L0, | 
T ;CH"(R®))*), WAFER T.,T.€ [0,T]}， 使 得 问题 (2.3.1) 一 
(2.3.3 WE—RE uE L”, T (HRY), 又 vpe L7(0, Ta; 
(H*(R))), pp 按 如 下 意义 是 唯一 的 : 它 可 以 加 上 任意 一 个 依赖 
` 于 :的 标量 函数 . 
TA 先 作 一 些 估计 ,以 散 度 算 子 立 作 用 于 (2.3.1) 得 
ди; Ән; 
ра üxy 
这 里 我 们 使 用 了 张 量 的 记号 ,在 一 项 中 指标 ; i,j илан, 即 指 
关于 i,j RM. 

由 定理 的 假设 ， 对 于 几乎 所 有 的 :, V f EHR), 又 我 们 
暂且 先 假设 ¿€ (H*(R*)》， 由 估计 式 (2.2.14) 得 


Ар 一 v. f— (2.3.4) 


ди; ди; 


lea < ev 1— TRUM 


| Ql&ksEm (2.3.5) 
k- 


要 使 上 式 有 意义 ,我 们 必须 验证 04 Dt e neq), 下 面 以 一 
3 为 例 进 行 验证 ,对 于 其 余 的 ,验证 方法 是 类 似 的 。 由 Leibniz 


公式 , 设 lel 一 2， 则 有 
Ou; Ou On = ди; 
i» ane Dos cad (St ew "Өш x 
其 中 с, 为 一 些 常 系数 ，0 所 8 < = x де гез & fü 
应 的 不 等 式 ， 当 d = 0, ВЛЕ 


EA |52 di 
lenire aa 
当 [8| — 1, 由 Sekas ARK A EAR 
[9 (69) er е (e) aap ° 
« (e) 22" (le C 
| o | (A. 
ele (88) < сын, 


当 18| 一 2， 估 计 式 与 |6] — 0 的 情形 一 样 .总 之 有 


Ou; Ou; " i 
= шыгай [^ 2.3.6 
ES MES (2.3.6) 


U (S H" AR, Д lal < m) 作用 于 方程 ， 然 
后 以 fx RZ, 在 R 上 积分 ,关于 “ 求 和 得 ， 


ама (ei. a) 


9: 


+ e. +, н) (2.3.7) 


— — a — — — —— o 一 -一 一 - 
+ ү A w 一 一 一 


我 们 分 唱 估 计 (C2.3.7) 右 端 各 项 。 先 估计 和 党 三 项 ， 
EDan < „нї, 
再 估计 第 二 项 - 利用 分 部 积分 不 难看 出 


(VEP, Puy = 0, 
因此 
E (C77) = 9. 
"еы" 。 我 们 有 


- (( 55, e == 一 > (Cu VP 


la lem 


+ У) Con Pu + V) и, On). 


a<Aaqga 
利用 分 部 积分 可 得 
(Gn + 9 )0°н, д") == | D? (22. au) Oujdx 


= — | ae (Ou; Yde 一 С ` Ow . aa Oujdz 


一 一 | и; * OH; £ ude — —((z Vu Ox), 
x; 


因此 
(Cu * Vu, Ou) = 0, (2.3.8) 


(698,5), 65 


0«іаі<т Q cf 
+ Каи + у)" ||... 
现在 и є (H*- UR), ALUKA 
j (GR), 70 
80 u € (H"^ (Ry, TAARAT (LCR), XT 0 Se 
的 值 我 们 分 下 面 几 种 情形 讨论 ; 


ВЖ m — 1612 3, Mj о 一 co， 这 时 


”于 是 


+ 53 • 


Iau + Va tu], < 105, von "ull. 
< Cl Oe]. var sl, < C lalla 


mR m — |8] < T. 但 是 m—ja— el —1 > WAR 
可 以 估计 。 
Ж m — |81 < 5-, 又 有 m— le — 8| 一 ! < 5, 


au I L m= Luol- 
2 3 ”po 2 p 


1 
P , 
则 有 


1.,5—l£i. 1. m—le—6] —1! 
a 3 2 3 ч 


FHA Holder 不 等 式 得 
Nafu + VOT Pull, < Clo^ull. „д“ ull. 
再 利用 敌人 定理 
9и. < СПӘ°»[1.„ да < Clulls, 
VO ulo < CVO lli a < C уа uli, acsi 
| < сіі... 
总 之 有 | > 
a's * VOT Full, < Challs 
把 三 项 归纳 起 来 ,最 后 得 А 
1 а Я 2 H š “ 
d 
E jul. < САЛ. + lui. (2.3.9) 
LEWER 190). 一 Helle. 
对 应 的 常 微 分 方程 初 值 问题 是 
y — COs + y>, 
y(0) 一 Hills, 


它 有 一 个 局 部 解 ус), ВЖ, е С, 0， 则 存在 常 
Ж T,«& T, 使 当 re [0, Te] BJ, 30] ac, RMAF ПЕ BH 
lela < уб), 所 以 在 此 区 间 上 有 lal, < Co | 

”下面 证 明 解 的 存在 性 ,我 们 用 “粘性 消炎 法 "。 首先 设 
wo € XN CCT(R), f€ C"(0, 7]; CC (80))D.. Ht» > 0, ШШ 
Navier-Stokes 方程 解 的 存在 定理 (Тадугћепѕкауа [1] Temam 
[21) 可 知 , 问 题 


ge Ha vul L vp vu + f, (2.3.10) 
Vrum), (2.3.11) 
s |,= = ж f (2.3.12) 


Er 一 0 附近 有 一 个 光滑 解 , 记 作 v. 又 我 们 注意 到 对 于 v 上述 
关于 Euler 方程 的 解 的 估计 仍然 成 立 。 因为 用 同样 的 方法 仍然 
din 3.9) 类 似 的 估计 ; 


L E dede eed CI. belle, 


因此 仍然 有 
lanh, < y. 
利用 上 述 估计 我 们 可 以 把 ut 不断 地 延 拓 ， 最 后 定义 于 区 inj 
0,7,1, BR Ts ЖКТ >. 
以 算 子 五 作用 于 (2.3.10) 得 
ди" 
ә: 
任 取 有 界 这 域 8, 在 第 2 节 中 我 们 已 经 证 明了 
i ` P.(H'(Q)) > CH'CO)Y, s >0, 


是 有 界 的 ,由 方程 (2.3.13), | 8e | xm msnm. ш 


一 系列 >, Br » —0, 由 о, ЕЕЕ АЕ, ES 
时 刻 : 都 可 以 找到 一 个 子 序列 ， 使 "б 在 (LCO)Y rii fik, 


再 利用 | | 的 一 致 有 界 姓 , 就 可 以 取 一 个 于 序列 ,使 CO ge 


+ Р(и", V) = vPAw + Pf, (2.3.13) 


e. 53 9 


[(0,T,] LR L BRAT: —S Wk. 再 利用 内 择 不 等 式 (2.1.5)， 
对 于 > 与 Vis RIA 

lam 一 gh, < ¿|| — |. {н 一 shi (2.3.14) 
于 是 对 任意 的 s€ [0,m), we) 都 在 [0, Te] 上 按 H 范 数 关于 
: 一 致 收敛 , 且 设 极限 为 ибо), 


1E (2.3.13) m & v 一 0 取 极 限 , 我 们 已 经 证 明了 ， 除了 Se - 这 
一 项 以 外 ,其 余 和 名 项 部 按 范 数 _H" Kod : — BU, FAXO 
也 有 同样 的 收敛 性 , 它 的 极限 就 是 Š As Wk # 满足 


s + Plu. Tu = Pf, 


Hh OY 空间 的 正 交 分 解 
(us V)u — f = P((u Ve — D — FAC 
即 得 
‚ Š“ (uv) + Lops, 
д: - p 

其 中 Ype LO, Ta; LO). —— : 

取 一 系列 有 界 区 域 0, 使 它们 的 并 集 为 全 空间 FU, HAAN 
角 线 子 序列 的 方法 即 可 以 在 R X [0,T1 上 得 到 (2.3.1) 一 (2.3.3) 
的 解 , 利用 估计 式 (2.3.5X2.3.6) 可 知 Vpe L"(0,T,;(H7 (R3). 

我 们 再 取消 关于 w 与 的 光滑 性 限制 。 设 m € CHI" CRY, 
f€ L(0,T; HT(R)), RULE ERE УК RD BEI PR CHER 
YE. uw, 53 f, VE шн, (1 — оо, CHT(R))D, f! — KI со,12(0, 
T; керд: 则 有 一 致 估计 
Isl. « €, z€ [0,7,]. 
жн AO BOE ЕН ВЗ. | 

最 后 证 有 明 唯 一 性 设 有 两 个 解 Mis tas + u= н — Md 得 


(8s, v) + Cn wut Ge тушу) = 0, Ve € X, 
Ot 


'* 6 «* 


———— Ó?s————— 
os +. олн perm a B ni o PST T ET UP GE rta #ЧЄ! 


. — R 


取 o= u, ЖИ(2.3.8), 
| (Ga + V)u,u) — 0, 
于 是 


1.2 д . Hy, H ) = 
Toa dedit CG + Vyas) = 0, 
从 而 有 
+ 2. lal < Clu. 

SX -— 0, ES lal, 一 0, BH “= 0. 

利用 《LXR:)》 的 正 交 分 解 的 唯一 性 ， 我 们 得 到 在 每 一 时 刘 
np Vp 都 是 唯一 的 ,因此 在 每 一 时 刻 +, р 可 相 盖 一 个 任意 常数 ， 证 
毕 。 


$4. 三 维 Euler 方程 的 初 边 值 问题 


HAR 中 的 有 界 区 域 ， 其 边界 99 充分 光滑 ， # Š x [0, 
T] 中 我 们 考虑 如 下 的 问题 | 


ge + (и + vs + 一 t Ve =f, (2.4.1) 
V'ur0, - (2.4.2) 
“ee tl «ао == 0, А (2.4.3) 
u | mo = Ha, (2.4.4) 


与 定理 3.1 对 应 有 如 下 的 存在 叭 一些 定理 : 

定理 4.1 3 m > 3,s € (H“(Q))', V + u > 0, u * "leg 
о, f€ L'Co,T;(H*C0))), MEERN T, c(o,T], 使 得 问题 
《2.4.1) 一 (2.4.4) 有 了 唯一 解 uE L"(0, T.;(H7(9))), p€ L7(0, 
T;H""(Q0)) 在 允许 相差 一 个 依赖 于 z RRE ОЖ РАЈЕ 
唯 -- 的 。 

WEBA RBA анан, жөо Е, Де 与 方程 (2.4.1) 
作 内 积 , 得 


LES $7 + 


2 др | = = (f. n — uj 2u m) (2.4.5) 


e On Жек 
# 099 上 任 取 一 点 ,在 它 的 一 个 邻 域 内 , 00 可 表 为 方程 (x) —0, 
圭 此 单位 外 法 向 量 就 是 


* 
z€8p 


nls) = УФС. 
уф (к) |’ 
边界 条 件 (2.4.3) 可 以 写成 | 
u(x)* Уф СЖ) | сво 0. (2.4.6) 


ЩЖ и. уф 在 89 上 既然 取 值 为 零 , 它 的 梯度 . УС». ve) 就 与 
УФ Æ да 上 平行 ， 即 
© Vu. Vb) |, сво 一 куф ева» 
其 中 大 为 比例 因子 。 西 此 有 
э gros ioo 
以 м FERAL HR 诗 求 和 ,然后 利用 (2.4.6)，, 得 


Ou; Ob КГИ 
a Ox, Ox; ios дхӨз ` Py 
代 人 (2,4.5) 得 " Е 
1 др ЕТ Вее? | 
I P On |-eao (nc mimbi) |a eoo (2.4.7) 
其 中 


oi 5 = £ / vent. 
对 于 Neumann 问题 (2. 3.4) 和 (C2.4. 7), ARO. 2. 18 


егі. <C (k Ie Эм Ош L.: 


Әх; Әх; 
+ f * n + иафар ), 


其 中 第 一 项 可 以 利用 (2.3.6), 对 于 第 二 项 ,可 以 利用 迹 定理 得 
ft wasita |, toa < CCiflly + 104), 
DE | 


所 以 js | | | 

О Mohuma е + lito. ` (2.4.8) 
我 们 同 祥 可 得 (2.3.7)， 但 是 其 中 第 二 项 的 估计 路 有 不 周 ， 注 
EZA (vp,u) 一 0， 得 


— 1. (ую), < ЭУР 1н. 
以 (2.4.8) 代 人 得 | . | 
— 5 (vp), < «СА. + al) Lele 


因此 (2.3. Ча 
FHH Galerkin 方法 证 明 w —" 令 
X, = xn OI*CO)Y, 
RRB: Ж we X,, 使 
((е,о))„ — (2,0), Wee X,, 
其 中 g€ X. Hi Lax-Milgram 定理 ， ES CUBE ee 
因为 
(22) 11. < eligi,» 
ИНА, g-w(g) 是 X 中 的 紧 自 伴 算 子 ， 它 有 特征 函数 
的 正 交 完备 集 {w}, BD | 


«СООЛУК СУОР Ve € X. А (2.4.9) 
E {wy} 在 XX 中 与 在 Xn PERE RAE 
им = x OPE (2.4.10) 
它 满足 | | 
P бенон) + (Сик © V)uy w) - wo << М, 
(2.4.11) 
ин(0) = un = Рун, | (2.4.12) 


其 中 Py OMX Жа, ,WN} 张 成 的 子 空间 span{x,, "E V) 
EXPE BLM Д (2.4.10) 代 人 《2.4.11X2.4.12) 即 可 得 gj GP). Bh 


. 59> 


足 的 一 个 常 微分 方程 组 的 初 值 间 题 ， 它 在 1 = 0 附近 有 唯一 解 . 
下 面 我 们 给 出 它 的 估计 ,以 .&hw9 与 方程 (2.4. пут, 并 关于 大 
求 和 得 


a 


+ Mulls < [sll tls 
—Á——— 
мы, < In, + [^ со. 


我 们 注意 到 以 上 上 界 并 不 依赖 于 ox) 的 存在 区 间 ,并 且 在 有 限 
维 空间 spanfw … ,own} 上 所 有 范 数 都 是 等 价 的 ， 因 此 通过 延 
拓 可 得 gin) 在 [0,T] EAR, 从 而 常 微分 方程 组 在 区 间 [0, 
T] E. 


9 Helmholtz 投影 算 子 P 的 性 质 ,我 们 可 以 把 方程 (2.4:1t) 
改写 为 . 
(228, v) + (P(us ° V)uy wy) = CPf wy), (2.4.3) 
以 `+) FEF 92.4.13) HRTF KR L817802.4.9508 
E £ Цим. = ССРС (им + Ven tw me (2.4.14) 
AIR] CLOY 的 正 交 分 解 ,我 们 知道 存在 TV С, B 
P — Gç * Wun) = f — Gus * Vy + Vily, (2.5.15) 
—АП — V ° (j — (us * Wun). 
在 09 上 ;以 ”和 方程 (2.4.15) 作 内 积 得 


oly == —(} = (uy K Ven) * LIPPETS 
On tsebo 


和 (2.4.8) 完 全 相同 ,我 们 有 
vna, < ССІ. + hunili). 


#0. 4. л) АО. 4.14)， 利 用 与 估计 (2.3. 9) 同 样 的 方法 便 得 到 了 
Ri IO,T.) 上 的 估计 lunile < С, 


. $9 « 


 —————————St—À—Á— rá s . OR 


我 们 再 估计 E ,利用 (2.4.13) 得 


dun = PyP — (uy + Voun). 
dt 


AA Py BARAT AL 


| EX < lf — Gy + Vunll, < C. 


换 句 话说 ,我 们 已 经 证 明了 {uy} 在 L700, Tas (HOY) 和 
W'^(0,T,; (LODY 中 是 关于 NN 一 致 有 界 的 。 按照 Temam 
(2) 中 给 出 的 一 个 紧 性 定理 ,就 可 以 证 明 ， 存 在 子 序列 ,在 LO, 
T,;CH"(O)y) Ж, HAA 1200, Ta (LOY mau 
dk. 在 方程 《2.4.13) 中 取 被 限 ， 就 -得 到 了 解 ue L"(0, Ta 
《H"(.Q))'),，2 的 存在 性 和 w, p 的 唯 -一 性 的 证 明 与 定理 3.1 没有 
BA. TEN | 

为 了 第 四 章 中 证 明 的 需要 ， 我 们 在 下 面 证 明 一 个 低 阶 范 数 的 
估计 。 | | 

定理 42 2s Sd, m= max(3, ғ), lula M. x€ X, 
1€ L"'(0,T;CH*(9))), MEER C > 0， 使 得 只 要 


| 
| б саар FO? 20 
就 有 | | | 
dO, < CXII, + D. ELO, Tal, с (24.17) 
其 中 常数 C 只 依赖 于 区 域 Q, 常数 ms, T Wl sup. Wo. 与 
Well, EX. 
ШЕЙ HEH 4A 
lee. < уб), (2.4.18) 
其 中 убо) 为 下 述 问题 的 解 : 
y = САА. + y 
FORES 
. 6i c 


我 们 取 M = 3610,1. + sup 1001,9), 并 且 作 限 制 |y| < М, 
则 积分 得 
оу lul, + Cf Gola, + см yar, 
由 Gronwall 不 等 式 得 : 
x < eo (lls +) Onde). (24.19) 
Ф a= 3С, VEL wi (2.416), W CMr 1, CE S< 1, T E 
H1(2.4.19) 8023. у) < M， 由 (2.4.18) 得 
МӘ. < ЗС, + sup MC, 
MN one 
: LO УЙ 1, . (2.4.20) 


У. = 0, 
& * n|;coo = 0, 


| pats = By). 


FE < 就 是 同 题 (2.4.1) 一 (2.4.4) 的 解 。 由 唯一 性 ， sty &- = tes 

7 一 了 时, KÁ gw。 类 似 于 C2.4.8) 有 
WZHLOINNESITQCHOIPREPOINBPO) NA 

由 此 得 


+ £ OR < C QOL + HCO la CO D Te COL, 


Fl 140). < M, Hi Gronwall 不 等 式 得 
TN suma, +C: EJ MU 


由 (2.4.16) 得 
Ola < «liz, + FIT 


另 一 方面 ,以 站 与 方程 (2.4.20) 作 内 积 得 


. 62 « 


—— roy ———— c o iim он — — е сш ——r Rc p.k—n-[—ravN — s 


于 是 
hace), < Hall, + f {trade < el, + T sup Wf GOL. | 


4% (Gf) а 是 线 仁 算 子 ,所 以 可 以 用 内 播 定 理 , 由 (2.1.6) 得 
lle), < Сес, + (Т + 1) зар |70000. 


取 š, = so Ë= f ПИ (2.4.17), TER, 
$ 5. 二 维 Euler 方程 


以 上 的 存在 定理 都 是 局 部 的 。 在 二 维 情形 可 以 得 到 整体 解 的 
存在 性 ， 下 面 就 初 值 问题 我 们 来 证 明 这 一 点 。 所 用 的 方法 对 于 初 
边 信 问题 也 是 适用 的 。 

首先 证 明 一 个 引 理 ， 它 不 仅 对 于 本 节 的 存在 定理 有 用 ， REM 
DL S | HI. 不 仅 对 于 二 维 问题 成 立 , 对 于 三 维 问 题 也 成 立 ， 
这 里 我 们 仅 就 二 维 情形 加 以 证 明 。 

引 理 51 如 果 we C:， 则 特征 方程 (1.2.3),(1.2.4) 所 确定 的 
映射 G;x 一 5， 对 任意 的 + 和 7 都 是 保 测 度 的 。 

WA ”我 们 计算 Jacobi 行列 式 

65 ё 
Ox, Әх, 
len Әг, 
Ox, Ox, f 
xn. E19 E29 X19 33 都 是 分 量 ,显然 JG) = 1， 由 方程 (1.2.3) 得 “ 
en _ 8, 9&5 95 
90] _ дтӘх; OrOx, | Ox, Ox, 
ar | дё, дЕ, | Oe, e, 
Ox, Oz, | |drdx, rðr, 
Om 0& , Ou д8, ди, GE, y Ou, OE, 
= Ox, Ox, Ox, Gx, Ox, Ox, On, Ox, 


a6, 85 
On, Ox, ` 


ту = 


63! 


дь, 85 
Ox, Ox, 
+ 
дь, Bb , Bm OE, Om Oh | Om ӘБ, 
Ox, Ox, Ox, Ox, Ox, Ox, Ox, ЕРА 


ә 9&5 
_ (дш д. Әт Ox, Ox, _ . и 
(06 + фе) en de] 6797-4, 
* Ox, Ox, 


因此 J = 1， 即 上 述 映 射 是 保 测度 的 。 证 毕 ， 

”定理 5.1 若 m 23, a € (H=(RDX, у. u = 0,.V As € 
LR), fe L'(0,T; CH*(R))), VASE L(0,T; L2), Wi 
问题 (2.3.1) 一 (2.3.3) 在 L^(0,T; (H*(RD)) 中 有 唯一 解 w， 

” AER) REA 3.1, 上 述 问题 已 经 在 [0,T.] LAR 下面 
我 们 只 朗 能 证 明 一 个 与 T, 无 关 的 估计 . 16601. < C 即 可 把 解 延 
HAKE [0,7] LE, RAL = 3 证 明 ,对 于 т> 3, 证明 
是 类 似 的 。. | 

HE — 61, TERROR EK Ф, MB (2.3.1)— 
《2.3.3) 可 以 化 为 | | 


Do us Va R. (2.5.1) 
д: 

—Аф= o, и = Аф, (2.5.2) 
| yp == 0, І (2.5.3) 


其 中 my 一 —V Au. {8(1.2.3)(4.2.4)5]1Ж ЖИЕ £752,205, BU 
可 以 把 (2.5.1) 积 分 为 . 


обе) = Ез) + | FGGis De, (2.5.4) 


由 媒人 定理 ，o,e LR), F€ L'O,T;LQU)), H (2-5.4) 得 
Геба) C. 我 们 特别 强调 ， 这 个 常数 с 不 依赖 于 Te, 以 后 出 
现 的 常数 也 都 有 这 个 特点 ， 又 由 (2.5.4) 得 


MODICO 
R PE 
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+ j: i F(£G xD.) |4т4х„ 
由 引 理 5.1, 上 式 右 端 等 于 | 
UN оС) ]d£ T m f | PE ,c) 1446, 


于 是 由 本 定理 的 假定 [lol ila С, DLEJAQ.2.9) 可 以 看 
Wivel DI < C, BB fel < C. 由 (2.2.11) 得 
lula) — м(у) S Cle — yki + |log le — yli). 

我 们 再 估计 函数 (езх, г) RF z HY Holder 系数 ,由 方程 (1.2.3) 
得 i 
2 CECr 54,8) — &(т;у,+))| = [СЕС 0), т) 

— u(EGrsy 0,72] < C LEG, 1) 

— £r5y,51O + | log 157;2,5) — £Cr;y, 01 D. 
ДЖ б = er, i x—yl^«e, x |£(r;x,r) — Ely, 
Di, HR ç <: BAY r = r Wy, |z] ce Men < :, 
使 当 relin) 时 都 有 [ze] < e, EKA LA 


$=. < 2Cz|logz|. 7 
Tz : 
d. 716 log z 。 € ae 十 L = = )e -cr > 0, 
dr 
”因此 | | 
e log z(r) < e "log |z — у|, 
从 而 | 


z(z) < |x — y| 77 < |х—у| < en, 
根据 此 式 , n 可 以 继续 向 下 延 拓 直到 д 一 0. 最 后 我 们 证 明了 :只 
要 ix—yl'«ce7, RA 

[&(т;х,ә) — £Gz;y,1)1 < |z — yl, (2.5.5) 
由 (2.5.4) 得 ZEE 
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TT —————— s 


lalat) — ey, D| < Lo.(5(05 2,02 — e (EC05y 1 

+ | [ЁС&(т;ж,),т) — Ё(&(т;у,),т)|4г, 
FRAT, A SRA CU, Жал wR cic. 
以 (2.5.5) 代 人 BIE, RB [x — y |f < 67, RA 

lole) — oDi < Cis — yi^, 
H7; (2.5.2) Al Schauder 局 部 估计 (2.2.8) 得 
Meles < С, lules С, 

BUPA EO. 2.3) ,关于 = 求 导 可 得 


Op _ Ou 05 
Ordx ФЕ ax’ 
于 是 
OrOx 528-1 < с|& 
XEM 
А ӘБ zu 
Ox i-r 


其 中 -为 单位 矩阵 ,由 Gronwall 不 等 式 即 可 得 
| i| =< clei. : I 
由 方程 (2.5.4) 


дю _ Ow, OF Ns OF дЕ 
ĝo Du, OF 十 dr 
ôx ӨЕ Ox BE Or ° 


плз 92. Er € Hn? RAT Lt, Kr L< p< +o, 同 理 
dion] 利用 引 理 5.1 得 


ИРЕЕТ 


由 估计 式 (2.2.14) 得 | 
1Ф].,„ < C, lela, < C, 


我 们 又 加 到 方程 (1.2.3), 设 laf = 2, 18] = 1, 8 <<=, WA 
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Or 


UL are 0*5, RER НЗ i Re RN OKE p m2. # Ri 
上 积分 得 


Z Itl, < сіре, ec |, |S 
再 利用 Holder 不 等 式 ,并 注意 到 引 理 5.1, 即 得 
< - lpi, < CDi, 


(„| е) iay” 


- сїрїн, + с([ „| z ©) (fe isis) 
< COD:sls,, + |“). 
再 利用 Gronwall 不 等 式 即 得 1р25|., < С. 
取 p 一 4， 由 方程 (2.5.4) 得 


їрө\, < с {| дее рш, Ee, 


+ iet +0680) <e. 


— Inm HLH REMAND Re 
定理 41, 定理 4.2 中 那样 ,我 们 可 以 得 。 

lol < л, +] cola. 
TR del, < С. 以 + 一 了 时 的 解 作为 初 什 ; 就 可 以 得 到 :之 Ts 
时 的 解 ,不 断 地 向 上 延生 ;最 后 达到 了 整个 区 间 [0,T 3, ШЕ, 


-日 gee, OE + (ӘС РЕТ ES OR, i= 13,2, 


- 18! |r da, 


On 
8g 


$6. 线性 算 子 半 群 


RITEIR BA HOGAR TANG SISA (28 
Pazy[11), 


90671 


定义 6.1 设 X 为 Banach 空间 ,有 界 算 了 的 单 参数 族 ТОО: 
^E-X, 0 =: < с, Sp `é EE bp 
(a) T(0) 一 了 ; 
(b) TG +5) = TOTO), T s zm 0, 
Ж 6.2 LE TO) ROAR СС, ER, ш 
lim T(Ox == x, Vx€ X, 


ЖУ 63 EBE T) 称 为 解析 半 群 ， 如 果 它 定义 于 区 域 
D = (z € С; p < argz < qu, Pp < 0 <p} 
k, z € DM, T (z) 为 有 界线 性 算 子 ， 满足 
(a) z 一 T(z) 在 万 内 解析 ; 
(b) T(0) — 7, lim T (z)z — x, Vx€ X; 


(c) T(z, + x) = TTC), Vzoz€ D. 
显然 解析 半 群 在 正 实 轴 上 的 限制 为 一 C, SERE. 

定义 6.4 ik D(A)CX， 线 性 算 子 A: DCA) —> X 称 为 半 
# TO 的 无 穷 小 生成 元 ,如 果 


Tis — 
t 


P. x Vs€ D(A), 


"tB 


定理 6.1 (Hill-Yosida) 算 于 4 是 一 个 C, 半 群 TG) 的 无 
穷 小 生成 元 的 充分 必要 条 件 是 

(a) 4 为 闭 算 子 , DCD = | 

(b) 4 的 预 解 集 oC 4) чаи 并 且 


AR; ai<t l vio 
EM 6.2° uTO x— Sre FEA C. 半 群 ， 4 为 它 的 无 穷 小 
ERE, 0€ p( A)， 则 下 述 提 法 是 等 价 的 : 


(a) TG) 可 以 延 拓 为 De (2; Jerez) <3} 上 的 解析 半 
群 ,对 于 2 <a, ITO EAKR 0, RAR 


(b) (о + i; AD < m Vo > 0, r >< 0; 
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(we se(0, 7), 使 


elA)DE = fa; larg 21 < Е + atuto}, 


#E | 
[RQ 40] S MJ IL, УзЄ X, 1360; 
(d) TG) 在 > 0 时 可 微 ,并 且 
{ATC < e/2, r> 0, 
现在 设 TO 为 解析 半 群 ,一 4 为 无 穷 小 生成 元 ，0e oC. 
因为 (A) 为 开 集 , 所 以 必 有 0 的 一 邻 域 在 (A) 内 ， 于 是 存在 
8220, 使 一 4 十 8 仍 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . WAX 
简便 计 ,我们 把 与 一 4 对 应 的 半 群 记 作 e^, WA 
jenan < M. 
于 是 | 
lle "4l < Me™, 
ER < > 0, RIE na. 


A = e "Ads, 


roy 
容易 验证 当 “一 1,2,…， 时 ,以 上 定义 与 全 ”的 定义 一 致 。 
定理 63 47 具有 如 下 狂 质 : | 
(a). M P жа се, 
- (b) 14 < c, < < 
(c) йа "x = x, Vi€ X; 


(d) 47 为 一 一 映射 。 
下 面 我 们 再 定义 ADERS, 5 a (су, !， 则 有 
= 64 A 具有 如 下 性 质 : 0c 
` (a) A SAR, DY) 一 RCA); 
(b) 当 6228279 时 DANCED) 
(с) D(A°) = X, = SO; 
(4) AU x 一 A“ A?x, Wee DCA), 
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其 中 а,б 为 实数 ， y == max(a,f,a + 8); 
(e) А°х = Eus NTC + AY zdi, 


Yre D(A), 0 <a < 1; 
(f) Azi < СС + 0 Ar), 
lax] < C|ixli lA, 
Yre D(A), 0 < = < 1, 
其 中 p 为 任意 正 的 常数 . 
.把 分 数 次 车 与 半 群 结合 起 来 ,由 有 : 
RBCS (а) e4;X — D(A), Wi > 0, а 2 0; 
(b) e7'44*x = 4d"e^7 4x, Yre DCA); 
(c) | 49674] < M r >e t; 
(4) е — xl] < Curtail, 
Voal, хє D(A"); 
其 中 Ma Ca 表示 依赖 于 .c 的 常数 。 


$ 7. Stokes 算 子 及 其 生成 的 半 群 


OCR! 是 一 个 边界 充分 光滑 的 有 界 区 域 ,和 前 面 一 样 , 以 
Aid Laplace MF, WPI Helmholtz 投影 算 子 ,* 我 们 定义 
Stokes 算 子 4 = 一 PA, 它 的 定义 域 是 DCA) = (x € (HQ); 
уа =Ù, lag = 0), Bl] 4:DCA) X, É SEX, NAH 

f Au =] . .. (2374) 
与 Stokes 问题 i : 
` .—Au + Apod, Vou 0, ulag = 0 (2.7.2) 
是 等 价 的 。 因为 ,如 果 # 为 问题 (2.7.2) 的 解 , 以 P 作用 于 贞 程 就 得 
(2.71), 22, WE s 为 问题 (2.7.1) 的 解 ， 我 们 可 以 把 .一 Ax 作 分 
:—Au = h + f f 68 G, flex, | 
因此 存在 pe HO), 使 —vp- fy, mj h PÈ- Au) = 44; 


970» 


BD j, = f, BIA wb 满足 (2.7.2)。 已 知 间 题 (2.7.2) 的 解 是 存在 
且 玲 一 的 ,所 以 4 是 从 DCA) 到 入 的 一 一 对 应 。 
考虑 问题 
р Wigs i, f€ x, s € DCA), 

取 оє(НКОуУ n x, #Е L: 内 积 得 

(0 AGE) Qe) m СР). ^ (2.7.3) 
НКЕ, Won ESCHh E. 3024 a 29 0 ty Lax-Milgram 定 
理 , 它 有 叭 一 解 ,因此 谱 点 都 是 负数 。 当 和 > 0, 取 v 一 “得 
Asl АНИ ҮҮ? 
因此 

lalis < Ll, 


因为 AX 一 D(A) N поети, x 
{ue (С (0))*; у еи =O} 
在 X 中 稠密 ,所 以 DCA) AXE, ВЕ 6.1 得 一 4 是 一 个 
С, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 , RN RIB TE RICE e, 
щ д = z + іт, ç2>0 时 , 令 一 xs， 取 (2.7.3) 的 噶 部 ， 得 
l!a; 一 i ImCf н), f 
于 是 | 
села MES < lih. 
由 定理 6.2 (а), (b), e De РИА 
为 了 研究 AURE, RIEKA B 一 —A WIR, B 的 定义 
i DCB) 一 HX0)N HQ). 以 上 关于 4 的 讨论 对 于 8 都 是 适 
用 的 。 因 此 —B 是 解析 半 群 '* RJJC SS E MIC, TEE ЖО T 7E RE 
B= 以 后 可 以 证 明 它 的 定义 域 就 是 内 插 空 间 (参看 Lions, Magenes 
[11) 
РСВ") ~ [ECQO), Р(В)1,, 
Q xal, ate (2.7.4) 
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显然 
Hi(Q)C D(BY)Cc на), 
因此 
ELCO), носо), D(B')C [L'(Q),(Q)],.. (2.7.5) 
但 是 两 端 两 个 空间 就 是 НСО) 与 нео), 它们 具有 同样 的 范 
id has 所 以 空间 DCB") 上 的 范 数 与 小 ， ix 等 价 。 例如 当 om 


=» DOB) EMR Е (1-1. 


此 外 ， 从 (2.7.57 我 们 还 可 以 得 到 有 关 空 间 D(B*) 的 一 些 刻 
划 , 例 如 当 а 一 2 由 定理 6.4(b) 


D(B)c- DCB), 
即 
HX ON HiCO) C DCB”), 
BORA hell, DCB) 是 一 个 Banach 空间 , 所 以 HON 
НСО). BAER 1-1, 取 闭 包 应 该 在 DCB) A, 即 有 Hi(0)C 
DCB), (85)—75 iR 
DCB) DLLO), HC) yy = H2), 
所 以 就 有 
| DCB”) = HKO), 
Мо<а< LM, 我 们 可 以 取 LO) 与 HXO) PEATE, sp 


有 
DCB) = (L(G), HO Yj = HECO), 


veast, 6 
E le:s 1 时， 我 们 又 可 以 取 HCO) 与 DC) 作 内 揪 ， 


Lr 
D(B*) = [HKO), НСО) ПНС 9071,1 
бк HQ» [8'C0), CO), 
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= HiCQ) NH”), +e ae. ` (22.75 


(27.6) 5(2.7.7)98 E Wd T 24 0 < a < 1 时 的 DCB), a 

1 时 ,例如 当 1 < <2, Rad | 
aum B*- 1B 

RU NIB D(B*) e 

. 下 面 ,我 们 着 手 建立 DCB) 5 DCA) 之 间 的 关系 ,为 此 ,我 
” 们 先 让 8B 定义 于 向 量 阔 数 的 空间 CHXO)) n HO) 上 ,显然 ， 
以 上 的 讨论 不 须 作 任何 改变 ， 

引 理 7.1 存在 连续 算 子 了 .(LXQ))* > Xx, i 

Pla: D(B) — D( A) 
是 连续 的 。 — | 

附注 。 我 们 要 注意 的 是 Helmholtz 算 子 了 不 符合 要 求 ,因为 
限制 在 DCB》 上 ,了 P 的 象 集合 不 在 DC4) 内 ，” ， 

证 明 Pf = —A PAS — APB}, WH f€ D(B) B, . 
Pf € P(A)， 所 以 我 们 只 要 证 明 . 多 可 以 延 拓 为 从 《LC8))* 到 XX 
的 有 界 算 子 就 可 以 了 . 

考虑 对 偶 算 子 P*—= BI .45 其 中 工 仍 为 恒 同 算 子 。 直 Stokes 
问题 解 的 先 验 估计 得 

Бе < dA < Ml, 
因此 Р*; KUDY ROBA, CHAA Р; (Ay x 
也 是 有 界 的 证 毕 . +. . 
-LX,D(A)], = ICO, p(B)L х. 

“证 明 首先 我 们 有 D(A) = DOE) X. 

FER we [X,D(C4)]。， 则 按 内 播 空 间 的 定义 ,存在 f € Р(Х, 
D(A)), # и = f(a), BR fe RCCLXO))Y，D《8))， 所 以 
«€((L7(9))*, DCGB),. RA DC ACK, MA f€ X, -于 是 
s€ X, BUA y 
«€ [(L/(0))*, рв), n X, 
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SLE fE uella), р(в)1, ПХ, WARE 
f € FCCL*(2))*, D(B)), 
使 = f(a), RAIS РР, WJ Bf € FCX,DCA)), жщ f € DCA) 
MN, HEM, Pj = f, BiU P CE D(A) 内 为 恒 同 映射 。 DCA) 在 
Хр, Ц Рх Е-Е, ИЕ ¿ç X, 所以， 
Pu = и, B) и = Pí(o). 于 是 w€ [XX,DCA)]。 证 毕 。 
ОС шн мо<а< 1, D(A*) = XN QP*(0)); 3 1< 


sx M, 


D(A*) 一 DCA) N (HP (9)Y. 
证 明 ”与 (2.7.4) 类 似 ,我 们 有 
ud = IX,D(A)),, 0 <= < 1, 
40 2s =< 一 LH, 由 定理 7.1, DCA) = DBD Y X, X.H1(2.7.6) 
в 
s D(4*) = (ндуу X. 
(w 0«co < LH, HCO) 一 на), 所 以 结论 成 立 ， 当 
i< < 5 时 ,显然 有 
”DCDCDC4)nCHeC9)) 4， 

另 一 方面 ， 当 ue DCA)Q(OP(O)Y М, Aue XN GC Q 
利用 刚才 证 明 的 结论 得 ，4w € DCA), Bl we DCA*), ER, 
推论 2 在 空间 DCA) 上 , 范 数 rd. 与 利生, 等 价 。 

证 明 已 知 按 范 数 llus DCB) 成 一 Banach Bi, 由 定 
8374, D(A‘) 是 (ве) 的 闭 子 空间 ,因此 按 范 数 | la DCA) 
也 成 一 Banach 空间 ， 由 定理 6.3， 定 理 6.4, ADC) — X 是 
一 一 映射 ,并 且 是 闭 算 子 ,由 闭 图 象 定理 得 ` 

Пи < Clu, V«€ D( AS), 
147°, < С, Yue, 


“н 


Hie TEE. EER, 
$8. 不 定常 Navier-Stokes 方程 - 


设 9 是 一 个 有 办 的 ,边界 充分 光滑 的 区 域 ,我 们 在 老臣 Navier- 
Stokes 方程 之 前 ， 先 讨论 不 定常 的 Stokes 方程 ， 它 是 线性 的 ， 


ди 1 ур уди +f, (2.8.1) 
0: e : 

V*&-0, : 2 (2.8.2) 
s|. ao = 0, (2.8.3) 
ulee 一 ш. (2.8.4) 


设 mw € X,F€ L'(O,T;(LX(9))),. Bl (2:8.1)— (2.8.4) ff GR 
析 表 达 式 是 | с NM А, 
2 am с4а + f en MOA Fr) de, (2.8.5) 
不 难 直 接 验证 表达 式 (2.8.5) 满 足 (2.8.2) 一 (2.8.41)， 我 们 现在 验证 
它 在 弱 的 意义 下 满足 (2.8.1). ER o € x (HQ), o € CIO, 
T), 以 ve'CO. 与 方程 (2.8.5) 作 内 积 得 


(т T 
ji (»,v)e'COdt 一 |, (e7" 41,0) y G)d: 
ы |, |, (e 4 Pf (v), v)o'COdrds 
- ү (»Ae"41,,v)gCr)d: 
5 k ke Ko) — [eamm Pf, yar} eat, 
再 以 (2.8.5) 代 入 右 端 得 | QE 
NOD: олио) едй — (го), eter, 


RI 
|， (u,v)o'COdt = — a (Ax + f,9) pd, 


* 35 e 


这 就 是 弱 解 的 表达 式 。 当 we, fF 的 正则 性 提高 时 , 解 的 正则 性 也 会 
相应 地 提高 。 关 于 这 一 点 ， 我 们 将 在 第 四 章 中 看 得 很 清楚 。 如 果 
BE «€ DCA), f€ WOO, T; (L(O)Y Y, W Ladyzhenskaya 


[中 证 明了 w 一 D ETEME 


Ov д} 
Ьай ly = pA er 
o; p g = р “+ s 
Vot 0 = (), 


s |. cao сш 0, 
v Pivdu, + f(x, 0). 


从 而 可 以 进一步 讨论 3 , 的 正则 性 。 
я Na vier-Stokes smi dmm 


дн (ue Vet — Vp == vaut f, (2.8.6) 
| ^ ; : p 

Viewed, 1 С (2.8.7) 

uj acoo 一 0， | .. (2.8.8) 

| mo = Me, a ` (2.89) 


现 有 的 存在 唯一 性 定理 很 多 ， 我 们 只 给 出 其 中 最 能 的 一 个 存在 定 
ш: Ж V — DCAD, V' OS V BS 8258], eX, feL(0,T; 
了》， 则 问题 (2.8.1) 一 (2.8.9) 在 二 维 及 三 维 情形 都 在 10,7] LA 
一 个 弱 解 (参看 Temam[2]) — 

关于 唯一 性 ,在 二 维 铺 形 ,上 述 弱 课 是 唯一 的 ,而 在 三 维 情形 ， 
没有 能 证 明 上 述 弱 解 的 唯一 性 。 加 强 w， 上 的 假定 可 以 改善 解 的 
正则 性 。 但 是 迄今 为 止 ， 关 于 三 维 问题 的 存在 唯一 福 定 理 都 是 在 
一 定 限制 下 得 到 的 ,例如 区 域 充分 小 , > 充分 大 ,已 知 数据 ,wm;.f Ж 
分 小 ,等 等 。 
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在 本 章 中 ， 我 们 主要 地 讨论 涡 团 法 的 收敛 性 。 首 先 讨 论 二 维 
与 三 维 的 初 值 问题 。 对 于 二 维 问题 ， Raviatt 的 讲稿 提供 了 一 个 
很 好 的 证 明 ， 我 们 采用 他 前 框架 。 在 此 基础 上 ,结合 Beale 与 
Majda 的 技巧 ,就 可 以 得 到 三 维 的 理论 .我 们 还 要 介绍 点 涡 靶 的 收 
化 定理 。 对 于 初 边 值 问 题 , 我 们 介绍 我 们 得 到 的 结果 ,除了 半 离 散 
化 问题 外 ， 我 们 还 将 介绍 全 离散 化 问题 的 收敛 性 结果 。 这 里 有 两 
部 分 内 容 ， 其 一 是 把 所 得 的 常 微分 方程 组 进行 离散 求解 ， 其 二 是 
由 涡 度 求 速度 时 ,要 求解 流 函数 ,在 一 般 情况 下 ， 它 也 需要 离散 求 
解 。 . . * о 


$ 1、 涡 困 法 解 的 存在 唯一 性 - 


A Euler 方程 的 初 值 问题 


S: 4-и: Va + 二 wp 一 让 (3.1.1) 
V° u= 0, : (34.2) 
i mo = H4, | lelos — us, (3.1.3) 


其 中 ио T E. View = 0, E, 4 o = —Y ^u, qm 


795 + к уо = Е, . ` 4 К (3.1.4) 
Ab =o, Леа, (3.1.5) 
w |,— == Wes : š . (8. 1.6) 


FED e Й. — T RFS о, HUE seo. 
8, RENT HXIASIT 


1) ， 


; ф | PI оо = 0, 
作 核 函数 


1 —— 
ctu mp" C žit), (3.1.7) 
ШЕ # 与 的 关系 还 可 以 写成 
an wm Kw o + su (3.1.8) 


mays) — | , KG Оо, dE + ибо). 


在 三 维 情形 ， 为 简化 我 们 的 讨论 , 设 外 力 有 势 ， 4 w = curls, 
в, = curlss, виот а, ейл ve =; 则 有 
等 价 方程 给 


| apt (u + Vo — (o * V)u = 0, (3.1.9) 
—Аф = WN = curly + un), (3.1.10) 
oj 一 一 co (3.1.11) 
我 们 仍然 银 定 о, ARR, ERAR 
o Ж. 
re) Г. Az |x|? ^ 


ET 
«Gn {Ке EX OE DE 4 a (O, (112) 


为 了 符号 上 的 绕 一 ， 我 们 记 


u— Pe | 113 
K(x) rea x, Lun 
则 也 有 | 
d Коо + ua. 


801.2. io 2.4), 引 进 特 征 钱 E — &(т;х >t), 它 满足 
45. 一 uC E(x 52, 222 Gat) == x, (з. 114) 


waran, 沿 特征 线 有 特征 关系 式 
js = F(E(12,0),5), . (3.115) 
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Tawa i aa AI ~ AIO Ties e ea RE cH eam. eee m nM. - 


对 于 三 维 情形 ,特征 关系 式 可 以 有 两 种 担 法 ,一 种 是 

P = (o * V)», А (3.1.16) 
另 一 种 是 
0 „шу, (aan) 
az RN 


se (Е(т;х,0),т) 一 Ox a + (z), (3.1.18) 


它们 的 推导 已 在 第 一 章 第 1,2 两 节 给 出 ， . 
ТАЊ, ИВ, ik CH) 为 有 界 可 积 通 数 ， 
满足 | 


Í L(x)ds = 1, (3.1.19) 
HER 8 > 0, 在 二 维 情形 , 令 
1 x 

| (ж) ш: (=), 

在 三 维 情形 ， 令 
»D.( x 
6o) = = (=). | 

— 用 平行 于 坐标 的 直线 或 平面 ， 将 二 维 或 三 维 空间 分 割 为 边 长 
为 上 的 闲 正方 形 或 闭 正六 面体 。 设 i 为 二 维 商量 Go h) 或 三 
PAM Gis ih) Sub kez, Z 为 全 体 整数 的 尝 合 。 RMS 
X, — jh 为 上 述 四 边 形 或 并 面体 的 中 心 ， 四 边 形 或 六 面体 记 作 
Bj, 这样 就 完成 了 空间 的 离散 化 ， 

在 二 维 情形 ， 涡 团 法 的 公式 是 


w(x, 8) = Dy 00,0: — ХК), (3.1.20) 


| = = EF(XG) 2), 900) == о, eae 
4X. ход), XK0) = Xi (3.4.22) 


> 79s 


и = Kot + nas | (3.1.23) 
其 中 .a; 一 ох), ARH, ARA У agr — XD o 0 
n 
一 个 近似 ， 
在 三 维 情形 ， 相 应 于 (3.1.16) 或 (3.1, HORTON 我 们 先 
给 格式 CA), 


wa t) У) Qo XX)» (4124) 
ei a YHX) oia AO) ma с Gas) 
si = CXD), X) = Xis G126) 
и = K * -b и, | (3.1.27) 


其 中 a 一 ох). УР 是 一 个 关于 j 的 差分 算 子 , 它 是 起 的 
一 个 近似 ， 格 式 (B) 的 公式 大 部 分 与 《A) 一致， 只 是 (3.1.25) 须 改 
g (ah O + VW XI» 0) mas (3.128) 
下 面 我 们 证 明 涡 团 法 解 在 任意 区 间 £e 0,7) 上 的 存在 唯 一 
性 。 我 们 以 二 维 情形 为 例 ， 三 维 情形 是 类 似 的 。 
定理 11 Ce RW HOR), Р 充分 光 清 , 则 在 任意 
区 间 [0,T] 上 ,3.1.20) 一 (3.1.23) 有 唯一 解 
| 证 明 令 K, = K%*C.; WiC 3. 1. 23), (3. 1 .20) 可 以 表 成 


и) >) of OK GO — Xi (2)) + se D. 
ids: 1. Pais 
C ы 2i AOKL (O) 一 Xi G)) + D. (3.1.29) 
£ 


JTBGOURIRG.L 21, (3.129, 我 们 只 需 证 明 右 端 满足 Li- 
pschitz 条 件 , 即 可 得 到 整体 解 的 存在 唯一 性 。 我 们 试 求 如 下 微 商 


ph Cei i... — T. T... ZR EP I i RA HIT me ee 


(£— 1,2) 
| OK, _ —p9 8G, 
MODE ag 


, Ox, 
53 Í K(x — £) 本 dt 
lain 
a f. ET Korm š) DM 


对 于 第 一 个 积分 ,我 们 注意 至 De WT, 和 

意 到 гє! 及 K 有 界 ， 不 难看 出 OK./0z, BAR. LEA 

FjEZOGEUH EXE, MATRA Lipschitz 条 件 。 证 毕 ， 
下 面 着 手 讨论 收敛 些 ， 为 此 我 们 需要 一 些 预 备 性 的 引 理 。 


. A RAY oe ar 


我 们 要 用 到 本 质 上 相同 的 关于 函数 膛 近 的 二 个 引 理 ， 现 引用 
如 下 而 不 加 以 证 明 ( 参 看 Ciare), 

引 理 23. (Bramble-Hilbert) ik O > R° FR, 它 有 Lips- 

”chitz ERRAR, MPR MEM k m0 和 p€ (1,00), ÉE f E: 
”定义 于 空间 WUO) 上 的 有 界线 竹 泛 函 , 它 满足 条 件 
| f()-9, Wee P, CO), 
则 | 
IfCcol < elf lta. T Ia T o» Vv € pi" 2), 
其 中 PLO) HOLMER AUOD S ДОЖА, Tipe 
为 Ио) 的 对 偶 空 间 的 范 数 ， 

引 理 2.2 Ek Z0, m0, p,9€ [1， оо), 228] укн (ву) 
AT WCE), BARE P ОП: WEHBE) г» WCB) 
ae ia A USE ; 

Dg =g, Wee PB) 
则 | 
| 一 По], в; < СВ 


Asi m £i- 


, [2 ам, рју ve € gi), 


is $1» 


a MH 


其 中 4 为 空间 的 继 数 ， 它 等 于 2 或 3， 
现在 设 ge (Bp, & 


Eg) 一 I: gdx — h'g( Xj), (3.2.1) 


则 有 如 下 的 这 近 结 果 : 
引 理 2.3 


+4 
A alelana; VgE WSABj), p 4, 


|ЕК#)| єс. yi 
"1 laps; Vg € W**(B;), р> 5, 


Lid. * 
其 中 or * 1. 
GEB RBA, e 
EG) ~ | ае 20000), Уре CB), 


[ul oy 
É(g)-—0, YZE PCB), 


因此 p— EG) 在 РСВ) Бета, HRKAERMAS BR 
Wr, WCB) 与 WCB) MRAZ CB); 因此 名 为 相应 а | 
ULAR. 5138 2.1, 可 知 ` 

rime Wee WCB), pd. 


EQ «Clg, wee wb), p> 4, 


作 仿 射 变换 下: ed ДЇМ ge W=2(B;) W,goFeW"(B), 
并 且 ` 


| МАРР т (Ey ае 
x B= (2) fcr), mann. is. 


我 们 再 讨论 对 于 Ej 的 高 阶 估计 。 f 
8I 24 对 于 所 有 的 函数 ¿€ W"2(BD,m > 3,0 > UN 


sí 


^ ` a 4 
Deo EE > e ponga «Ch "e РЕ 
a«lalzm-: 


其 中 lal 一 1，c 为 多 重 指标 ， с, 为 适当 的 Taylor 展开 式 


中 的 系数 。 
证 明 用 引 理 2.3 的 记号 ,我 们 首先 归纳 地 证 明 : ЭҢ m >3, 
ZA 
L@-ED- Y zl, OME ME (322) 
- 2elbelem—1 
在 PaB) ESFE, CA E РСВ) 上 等 于 零 。 FRR 
(3.2.2) 关 于 某 个 由己 2 已 成 立 . 2 ` 


гасот, Í REJ, 
{ol == : 


其 中 2, 待定 , 则 有 
L.aG) =0, Vg € P. (BD. 
i Ef 一 EA. Efe, [BL — m, SU 
| Lal) = LG) 一 Уа, | ortas 
tol mr в 
ЇЕ?) — 248,1: £45. 
因此 只 需 令 А | 
e im EG 
(087 308.84 
就 可 以 使 (3.2.2) 关 于 二 十 1 成 立 。 | 
由 本 引 理 的 条 件 , WCB) RAR CCB), H 5I 28218 
Же «c [| ,5 VEE We-*(B). 
象 引 理 2.3 一 样 即 可 得 所 需 的 结论 。 VERD, 


SUM 25 um omen, p> ©, 


geW*ROOL(QRO 或 m3, gE WARAN WCR) 
it, 有 | | 


. 83 è 


IN 一 he BX) < can 22 | laesi. 
3.2.3 
证 明 利用 记号 (3.2.1) 得 e 
f. gGOodx — h S (X) — Y, EG). 
jezi : ie z< 


Xm < 2, 则 由 引 理 2.3 (3.2.3), 4 m > 3, z € We (RO) 
得 | 
ju as =o, 2< lal < m=i, 

因此 

Xy = Xd (800 - est NL 
由 引 理 2.4 得 (3.2.3)。 证 毕 。 

FR RINE BARK 6G) 对 于 k>! 满足 如 下 的 矩 条 
件 : 

» (Daz 一 0 аем, т lal 4—1, (3.1.4) 


l; |14156) < 十 oo， (3.2.5) 
其 中 N 3e Ak ELIO A. RITA i FRES E: 
3128 2.6 设 (3.2.4),(3.2.5) 成 立 , 则 对 所 有 的 f € W CR, 
)epsTo, Š 
[7 #5. 一 Horat < Сек fluat. (3.2.6) 
证 明 设 РЕИС), HEAD Taylor 公式 得 


k-) 
Кх у) = 10) + 91 CCUD'EGOy - 


+ eo fa — Dtf: — Dore : 
其 中 Df (x) y — D'fGO(y yc co EE f # RBS I BE Prechet 
徽 商 作用 于 1 维 向 最 y e yt’ y) 上 的 值 , 对 于 任 一 多 重 指 
标 a, RUA 


e 和 • 


——————Ó——————— d 


f. 2Y G )dy = 3 | wre) | dy = 6" d. zt Ga, 
-由 第 条 件 (3.2.4) 及 条 件 (3.1.19) 得 
[е dy = КӘ 


—1)4 f 
十 区 一 ГЕ а — р) DIl(Cx — ty)y*t Gy didy, 


(&— 1)1 
RE | N 
жы — DG) 
вао ао русс тузуң. Оаза, 
(3.2.7) 
НЕС 3.2.5) Е) 


| tao | ачса, 

就 得 到 了 一 十 时 的 (3.2.6) 式 ， "TN 

| 现在 考虑 1 < P <Я, 首先 设 f ECHR), 人 SS х= 
zy， 我 们 有 
i |, PG 一 yy. (yay 
ka m Af a DIC в), edz 

coa i | 

2e; E > tf "Huic S z)z*5, (ads, 


Am. AER RL 因此 用 卷 积 形式 有 
| ju D*j(x — ty ye dy 


= 4 >) helf AC Eal). 
саш 7 


对 十 任意 的 函数 z€ LR), ke L(R*) 都 有 (Young 3838) 
We alle, ар <= < zl ll, 


因此 由 《3.2.7) 可 得 | 
lf #2. = ind nf 


1 Cl LA “ 
Sapu A ЖИ ае, 


由 和 矩 条 件 (3.2.5) 知 
ee < Ge, 
我 们 得 | 


lf 36. 一 fla] <$ 二 一 TON taha Filo „в 


=< eu | 5 l. ports | 
再 利用 сгв) £w” (Ré) 中 的 稠密 性 ， 即 得 (3.2.6)。 iE, 


53. 积分 算 子 的 一 些 性 质 


在 本 节 中 ,我 们 讨论 由 (3.1.7) 或 (3.1.13) 所 定义 的 核 K 构 成 的 
积分 算 子 的 一 些 性 质 ， GRE Fate EE ЯН, i 


引 理 3.1 € we LKRON LIR), —— < p< +e, 


[К ® colla, p m < Cofion! + jet; (3.3.1) 
TA ”首先 考虑 ?一 十 o 的 情形 。 我们 有 i 


NEG DE| < Mele INEO ID 


m комет я c |f ioa he ES N | 
= „йы i$ 


有 
| a КО 一 096 


= NEL &)45 + aM К( Juls — Et, 


2 865 | 


wawa; remained ee TB Уч c A бый "АЛЫШЫ uL эш - a ae —— — + — 


我 们 分 别 估计 以 上 两 个 积分 ， 对 于 第 一 个 积分 ， 令 
= K(x), |x| «1, 
EU b. lz] > 1, 

则 由 Young 定理 ,得 

i WK eol, < =< IK fs, : 1, pe 

H кюк IRI < c, 于 是 
ч. | J£ x wll,» < Сөй. 

对 于 第 二 个 积分 ， 令 
K(x) = 


EHH Young 定理 得 : 
‚ К зе, + < Kl, T lol. 


因为 р> -— #—, пинка IRL, < C, FE 


ү jx] > Lt, 
0, |х | <l, 


IK * PINE Clo]. 
合并 即 得 (3.3.12* 证 毕 ， 


引 理 3.2 (Calderon-Zygmund) #1 jo xf 分 别 


E LICR) 8] (LAROY 与 从 CD 到 (LAR) 的 有 
界 算 子 ,其 中 -1 < оо, 

下 面 我 们 证 明 К, — Кас, 的 一 些 性 质 。 

引 理 3.3 E p€(I, 0), Ce WM (R^), 整数 LI» 1, MU 


[дк], ссср 181 一 G2) 
证 明 我 们 有 3K, 一 KX 0T, Жа, 都 是 多 重 指标 ， 
并 且 O8 一 1，|71 一 /一 1。 由 引 理 3.2 得 


|o" Kalo sf? " < CHOC aL LH LE 


但 是 
т c 
18 Sello, pms < gn z 


= е»? 
git? dp 


sh? + 


所以 (3.3.2) 成 立 。 证 毕 。 
引 理 3.4 AER [>0, a YZE R, lel =, 
Ca) 若 EWERAN ибен), » 


IK] < С, seme, (3.3.3) 
Cb》 除 上 述 条 件 外 ,车 жш 
[а 14 |99) | < с, 20 (3.4) 
则 
Ат ар > е, (112) 


(с) E Ce L(RO, 并且 有 包含 干 球 SC0,r) 内 iS X, 则 
(3.3.5) 在 jzx| >C + De 时 成 立 。 
证 明 G) + 1 一 Kxt， А 


К, (х) = E (2). | (3.3.6) 
事实 上 ,例如 在 二 维 情形 ， 
KG) 一 二 | kc (5) а, 
是 一 ! 阶 齐 次 函数 ,因此 x 
reg 


so ele «(45 
-1[, K (z 一 Седа, 


РТР 在 三 维 情形 ，K 是 一 2 BRB, TAZA 
样 的 ， 
(b) MERER) RIA 
De = K¥OC, 
HERRE, STE L'CROD LO, RERI 3.1, Jer | < 
C。 再 由 (3.3.6) 得 


OK.) = us eu (2). (3.3.7) 


p"-"--————— HÓA NS Р сатана с: -... катни ARR © 


r 


QUU 


Land 


于 是 (3.3.3) 得 证 . 


《cy 我 们 再 证 (b), 作 无 穷 次 可 微 函数 Ф: R,— R, 满足 
o(r) = 0, oer s 
1 
OTT LL 


0<Ф(0)<1, 其它 . 
Б хє, [x] > 1, dd 


очо) = | , KEBU — Das — A + B, 
其 中 


a = | , + (E) comi — Юй, 


a—| (1— e (HI) cosi — on. 


先 估计 4， 因为 由 在 9 IBRAH MLL e (IET Co ES 
次 可 微 ， 作 分 部 积分 得 . 

| А 5] x 
A= Cay | ae (ED) ко) Dd. 


但 是 | 
|as (Ф э) x «»)| 
一 0， igi < РЇ, 
de Eg ipee ital 
ja: (Cag EN ree))| < кР 
从 而 有 


аі тт ае Юм < Tae ` 


9 89 * 


再 估计 8 


Bl <Í IKCE)| [ote — E128, 


п lah 
2 


由 条 件 (3.3.4), 当 [6] < lel 时 


[9°&(х – < 


"ic qe 
因此 | 


Ык m UM IKC8) 1as. 


EA IKO <с/| 1, PLA EN Ciel, WA 


[В| = еке 


TË 


[8*1(5| < {х| 21, 


je 


(3.3.7) X BD C 3.3.5) 5X. 
Са) 最 后 ,我们 证 明 (c), 当 del ar +, er, 
有 15121, Ak 


eng) 一 | 2 EGG 008, 


ni 
re С | Tammy 16 014 
于 是 , 当 tel 2 r+ ff 
JIC) | < deem 


河 建 即 得 (3,3.5) 式 。 证 毕 ， 
对 于 三 纵 问 题 ， 在 收敛 性 的 证 明 中 用 到 了 一 系列 离散 模 的 个 


t90 + 


“u awas... a F s 


tt, зоват, 
设 函数 EXT (X), je Z, Ф i Кх), ERIK 
[fla m ( ST tfm). oi. 
Iles TORS RAS EIE 了 的 集合 记 作 LI. ш p 一 +o 
则 令 | 
flea = sup frd. 
相应 地 也 有 集合 1, 10 D а а 方向 的 向 前 关 商 算 子 , 我 
们 定义 一 阶 范 数 为 


HN pho 77 Cif lle, „+ > Dif A Ps at, 


оза WI, W Pert, 813, itie 我 们 可 
以 定义 对 侦 积 
f (f, £)— 2j fus. 
由 此 可 以 定义 负 范 数 
Usus m sup ES Daliwn, 
а]. wn 
相应 地 有 集合 wt, 有 了 ,为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 上 述 范 数 写 成 
ld, 等 等 ， 它 的 意义 与 | 是 一 样 的 。 
KS 5 S, R' 中 的 有 界 举 合 。 我 们 按 范 数 ` 


Ме (5 м), 
М ( >) ев), 


可 以 定义 空间 LASN) 5 LECS) 设 K; HRF AFH 3 x 3 
Бре, Нер x; € S, X, € S SET EE X "MEMO: CH GR 
(LEGS) 如 下 : 

(Sf; 一 2 Kf, P, Vie Gu». 


91» 


RTA RE SO ge B BTA SAB IER: 
> | Kalb =< Loe, РАЗА 


Х;є5, 


2 TTE „|, Xj € $,, 


在 作 了 上 述 准备 以 后 ,我 们 就 可 以 氢 述 我 们 的 引 理 了 。 
3138 3.5. 设 S, — {|| < R +1}, R > 0 HE 
f€ (W;"*y, suppfC (s; |x| < R}, 
其 中 网 格 参数 A1, DE 


l> 下 < CCIE + > IDEA INI -uss (3.3.8) 


其 中 D 为 与 DIK, 对 应 的 范 数 , 自 变 景 取 X; 
证 明 (Е В? EMR 中， 使 当 |Xi| < R 时 , $ — 1, 
ІХ > R + 185,45; = 0, 0 < ç < 1, 

FH OREM. UOT Sr 的 对 偶 , 得 

CH 1,2), — C 472), — Cof A T g), 

== (fo d. 9€7 в), i 
下 面 估计 [9€ Т 0 [1а FETE WOOT gloes. 
оета (31169675. en 


iex 


- (х2, 2i $K; gn | t? y 
<( 2 ( У; Kul dole) кан = ), 


Х;є5, ` Xjes 


< ос "(y X) Isl efte D 
-jx "(x(x Ll) Leite) 


Х;є5, 


< oxi 5; ie) — ont Welle 


其 次 ， 完 全 类 似 地 可 得 
e 92:9 


` ^+ MIB мее fa... A T. ms а Ч PUT P 


IDAT dla < c (Loci + 25 ID! SCD... 
于 是 
NOHO < CIL, (Lori + У 0р; oF hells 


由 此 便 得 (3.3.89) 式 . E. œ 
引 理 3.6 设 р Gi EW, 1 < p< +оо, 3 B € B; E 
4i em fj, {С 2°, 则 | . " 
Ul, < CH, ua. (3.3.9) 
证 明 <, > 记 对 偶 职 ， 我 们 只 要 证 明 当 z€ WR) 时 


foe] < CHI. lal... RET HH 1+1. = dodo 


NJ 


= +Í, zGodz, š — С), | 
Ie 52213 fi < MIL gl ra: 
ze z 
因此 只 要 证 明 


1... = Се, 
RET, FSH SHER, 7 . 


gli, 一 > Lin - xli uem 


# 5€ 


< уув coim — dal. 
其 次 我 们 有 m 
Din |. eis — | edz) 


其 中 B, 2055 B, 相 邻 的 沿 z, mS TET ERIS 
位 向 量 ， 则 有 


Digi — 7" |, Cale hie) — gdr 


. 93, 


= ee | ШЕТ? 
Bj jai 
TR 
Dij) < Ck? [s ux gd, 
Lr | 


А | 
ID RN ogas C CE T 1912-е 
гет? 
«c» yw | PL (ауе < Closet. 
jez’ км uL 


由 此 便 得 (3.3.9) 式 。 证 毕 。 
引 理 3.7 dE p€ (1, со), СЄ ИСК), fol = 1, FEW? 
(ку, MU | E ak 
NOK. * Dl. rue < ©, MIL. se. (3.3.10) 


证 明 ”为 简明 起 见 , 我 们 取 К, 的 一 个 分 量 , 仍 记 作 K,, 相应 
的 FEW PCR), MU fojfofoh € L'OU, &. 
= h + adi i (3.3.11) 
并 且 
LEAL + > Fillo,» < Cfl... 
| Teri 
我 们 分 别 考虑 (3.3.11) 中 的 各 项 ,以 Af, 为 例 , 有 
OK, Of) = д,д°К, ж = ә,8°(к хг.) 
— (AK #0.) & f, = Ә,К  (O*L, HAD 
由 引 理 3.2 ee 
|, K*CO"C, ж fille, < Chath lops 
由 Young 定理 得 
: [9°2, * Allo.» < |д° llf. 
OK, ж 8,1,1, < ©, Mis, < C Mus 


EC — 


其 余 各 项 可 类 似 估 计 。 证 毕 ， 

引 理 3.8 
£ f= GEW, geci), gy eCX;) (3.3.12) 
RQ). ПИТИ < Пейс аке 

证 明 按 定义 

Шайы — sp eL sup Iredi 

єн, lle lines <n " We set 
p 


un. ET 
LAO lol. 


HOMI NN 2 ; 
Amo 1。 再 按 定义 


: A Р А | 
ТАРЕ Пее, s ЭЭРДЕ ЭНИП 
t=t 


< пее m 
КАШ. ШЕ, - 


$4. 二 维 涡 团 法 的 相 容 性 


以 本 节 开始 ,我们 研究 涡 团 法 的 收 化 性 。 先 讨论 二 维 情形 . 
以 (тз, г) 记 由 (3.1.14) 定义 的 特征 线 ， 并 且 令 Ху) 一 ЕС; 
Xis0)、 作 定义 于 {Xi} 上 的 函数 еб) — (COD, BEF 
eC); — X (O) — XKt), 
与 (3.1.21) 对 应 ,再 令 
аб) = над), бо). n (34.1) 
则 由 (3.1.15) 得 


4% 一 рех), t), (34.2) 
dtc e 
Bi (3.1:14)55(3.1.22), 
хө) — Xe) 一 QuCXGG) з) — we XI) д); 


. #5 • 


= [iG — 080; dds + PWG) 


СХ), 4s, 
因此 


еса < |: (в > ба 一 VICE; PI Yas 
+ (и ER) 


= о), 91 ) ads, Gea) 
£3(3.1.8),(3.1.20),(3.1.23) š | | 
Cu — Yn = | KG — DDo(g,nds 

— У) AKG — ХО), 


我 们 把 它 分 解 成 三 项 : 
(u — Hr) = nn) + vart) + olat) 


"=й — | „(К — KG — Doo dE, 
enn, KG — роба 

一 2 aK — XH)), 
vlr) 一 У) оок, — ХК) - 


— OKC — ХКУ), 
与 v; 相对 应 ;有 一 个 定义 于 OG) 上 的 函数 
FAQ? = s (X G), г), 
则 由 (3.4.3) 得 


leCOll. < 25 | lai 0s 
TIR 


t: 96 + 


T | (x У; (х0), ;) | 


— (ХС), 5) |7) eds, 
因此 ,为 了 估计 le Glo pia PAVE AT 
Са) [Clop i= 1,2, 


€) WoO a (6 DY СКО — eco, nir). 


为 了 要 估计 lele) — Cr Ds mE 

(c) ork ғ) Пов? ‚ i= 1,2, 

(d) le Dinor» 
.其 中 ka) 与 (c) 称 为 相 容 性 ， (b》,《d) 称 为 稳定 性 ， AWB, 

注意 ,我 们 普 作 过 一 个 假定 : o, БЕ ARM AEH. 

由 (3.1.14)(3.1.15) 可 知 w(x*,?) 也 有 紧 支 集 。 下面 设 supplw(*， 

rC S(0,R), 0<:< Т, іХ, KF i ка 
我 们 把 它 记 作 j€ J，J 为 有 限 集 合 ， 

引 理 4.1 没有 整数 E 1， 使 得 矩 条 件 (3.2. 432. 5 成 立 ， 
则 对 于 整数 £20, 


{Сз E Cet, 2 < p< +00, (3.4 4) 
2,6) 11,„. ь < Cet, 1 < p< +o, (3.4.5) 
AES) ”我 们 有 | 
sC. D = (K — К.) * о( E ecu D 
— (K * LO) жо(*,0) 


= K*(o(*,)) — o(*,1) * CO. 
于 是 0"54(5,0 = K # O"(o(*,2) — oles) L2. lal = LE 
2 < p< 十 co， 由 引 理 3.1, 
` TAG 0) 1р СС оС * r) — of - йар 
+ оС») — oles) K Ga 1а). 
E5138 2.6 f , 
lokest) 一 «CS D 6, |, < Cs*|o lan sito (3.4.6) 
oC 一 оС ғ) * Glue Ce*| ol pecie. 


97, 


叉 因 为 上 是 充分 光滑 的 有 紧 支 集 的 函数 ,所 以 有 (3.4.4》 
又 当 p€ [1,00), I 
Maopa < CGcardJ5+| C sus. 


”因为 о, RXR 


Acard] "= meas (U Bj)« c. 
fe} ZEN 


于 是 由 (3.4.4) 得 (3.4.5)。 证 毕 ， 

引 理 4.2 设 整 数 m> 3, Гв O,LEW m! (RO OW mrt 
(RD, s 安 1， 则 对 于 任意 小 的 正 数 s, eee $ 的 常数 
с.» f£ ELOT] 时 


dec (3) boxes < c э: dj 


Pme э 


anna С, - аре, ` (348) 


acer 


证 明 ” 作 变量 替换 iC MP MARTES, uU 
上 变换 是 保 测 度 的。 因此 


«Gu m [ Kio 一 Gsm 0) CEG v9), dn 
-XE«OKG-XOM — 


REEM У, |У 1, > 
g(x,n. D = 0'K,(x— СОКИ 
51910563. 2.158 


Ore (х, 0) = > Е; Сех, * ' 12). : 
由 引 理 3.3, O7K, € — РЄ (1,0), X. š «dj HHI 


Win E «cB CR IAE e WR), E5138 2.5 得 


} 07 0,€2,3)} < Che Lars Daunte 
1, j 
>, o>1, l + l _ í 
& [4 g d Р 4 9 则 


bales lene «c X | Танк, Go Emo» 


1 +) Djem 
* O^o(£055m,0),|4n - 
«c OM. | à K(x — £C4550)) llegar? 


.1 Bal ECt3 *,90), р), 9 有 je 
现在 吕 充 分 光滑 ,有 紧 支 集 ， $ 充分 光滑 ,是 保 测度 的 ， KERNA 
需 估 让 + I Or+7K alle. К 
Mi |а +7] = 0 时 ,由 引 理 3.1, 4 р>2, 
IK.l.., < СОЙ la + Walley ds - 
SB Шы < C, Mule, < С/е, ERB eL, WA 


к“, < hu | (34.9 


M lg 十 7| 21, HBE 3.3, 对 任意 的 > 1 


上 8 天 < (3. 4.10) 


<—“ _ 
g" mec 
илче s> 0, EEE m 2 3, 在 (3.4.9) 中 的 指数 


an жс 
; b «ht 


2EG.4.10) P, 使 i. 1 一 FE 则 也 有 


m1 十 1 一 子宫 二 1 一 1 十 4 p 
于 是 (3.4.7) 得 证 。 类 似 于 引 理 4.1, 可 得 (3.4.8)。 证 毕 。 
下 面 的 引 埋 涉及 《是 紧 支 集 函 数 的 情形 ， 这 时 对 《的 正则 性 
BRAT MB. 
S43 ЖЕБЕНИ WOR), m> 1i 
对 任意 整数 NSS 及 任意 的 9€ [1,2)， 当 G€[0,T] 时 ` 


h Je рт BN x 
ае oe < ct +4) veut aea) C411) 
5 、 .. a 


"99 


Mos. 9.4 < С ((1 + h ay" E += IN. es 1 < p < co, 


(3.4.12) 

证 明 AGE LGO REM 5C0,1) 内 ,给 定 x€ Rs 

[0,7], & 一 {Feds dist(B;j(2,x) < 26), 其 中 distC+,*) 为 

Euclid Pag. Bye) 为 Ву EWA x — £(5x,00 之 下 的 象 。 任 取 
х, y€E RI， 由 特征 方程 (3.1.14) 得 


Z (52,0) — Ебу 001 < Clin, 0) — 07590), 
60032,0) — £(055,0) = x у, PE 
因此 1652540) — 805,001 Ie — yl +c fli 0)— 
E(r3y,0)|dr, H Gronwall 不 等 式 


[&752,0) — £(75;y,0)] < C|x — yl (3.4.13) 
同 理 可 证 . i 
f Ix — y| < Clš(z;z,0) —š(z;y,0)|. (3.4.14) 
IE х,у 两 点 都 取 在 В, ру, 我们 就 可 以 得 到 BG) 的 直径 的 估计 : 
- diam Вг) < СВ, (3.4.15) 


PE 为 中 心 ， 28+ Ch XH KER ИЖ 7€ л, Вг) ES SE 
此 圆 内 。 而 由 变换 的 保 测 度 性 可 知 Bi 的 测度 仍 为 P, 于 是 
сагал < — = С (1 + =}. | 


我 们 仍 用 引 理 4.2 的 记号 ,得 z CW (RO, 1< p< +оо, XB. 
а(х) A E;(g). 


MK 5138 2.5 的 证 明 可 知 
oux) = > Ioco = > ek" А Ergdx 上 


Ha 一 


由 引 理 2.4， 取 p> 2, & CM 
> {к ќ8) — А » с ZUM O" ах | 


1%9149-1 
r 1994 


` "sar BG BÓ t eT TT TLL че == 


< с к Xo NS Nem 


其 中 qm + < 2. 由 Holder 不 等 式 得 


Ej == QA" д“ dx 
12:1 Me nox |, А i 
< са” (card)! аба D Lua! 
< Chn(h + et belt r ot) begets 
类 似 于 引 理 4.2 
las Dre С Dy [| lek. — EGO 


Маі вит" 


+ Əro(EG; n 0), | "dn 
«c X>, (ok, — EG; SODI 


ТТЕ 
+ доба; КЭЭ? R5 
其 中 aow 为 紧 支 集 的 充分 光滑 的 函数 ， 所 以 由 (3.4. 1048 
1354 (все) 一 2, e" j. 8*gdx y 


jéj, 2<1а1<®-1 


«Ch P = (i +y E 
в”! B) gti L 
RRMA h- M Фр U B. Z n€ D, Ш Hom 
U L 
0) — z| 2 28, К„(х — £500) 为 光滑 函数 。 由 引 再 24， 当 
N > 3, 


zwo- 2 PUMA 


IE 2«lal«s—ti 
< Ch" | (х, + DIREA 
仿照 引 理 4.2 得 ， " 
lG s Dl a < > | 19" K. — EG) 0) 
ҮТ oR 


+ Q^o(E(55,0),101dn. 
d r 191 * 


X Jack y| = 0 时 有 (3.4.9) 式 , 当 la 十 ?| 21 时 ,由 引 理 3.4 
(с) 
NI Гаек, (е) Ms < С, 
因此 
T NN 
从 而 | | 
|> EO) 一 Tow c, Bit f. O'gdx ! «c ge | 


证 明 的 其 余部 份 与 引 理 42 是 相同 的 。 证 毕 。 


$5. 二 维 涡 团 法 的 稳定 性 


首先 我 们 估计 v;， 它 可 以 写成 
Ce 一 Cr 


其 中 
(258) - x aK, (z — X0) — Kx — XI), 


#®(х,:) = > ao = aO, = хә). 
vj? 又 可 以 写成 
Иэ = SlaQ (f DK — K) HOX) ^ 
ies s | 
— XK))) + 4690 — xc) 
- (рк * У) БС), 
jej д 2 
其 中 ‚ | 
разг) = ао) j: Gr — Хи) + 8(XGG) — X1G)))40 
XQ — XK), | ` (3.5.1) 


UD 


—————————— M — — n ——Óa am —— а —— — -:- - 


由 引 理 3.2， 当 pe (1,00), MES ID 0 时 
CODIE- c |50] р (3.5.2) 
: ie} Yap Rs 


Ж Y ttt C35. 2089 ORE ALIAE F ERU EU A: 
8r。 设 任 一 点 ER 最 多 属于 M 个 支 集 92e， 则 


t = N Р 
Ix Bn а= M* (Eheee), (3.5.3) 
"sz » 1 


ore су 
2.3, 
其 中 s 153 


Usp. 


证 明 以 XG) 记 9。 的 特征 函数 ,由 Holder 不 等 式 得 
i p> Fak, 


|2: «. |, 
<} e PX n)" 


"t 9 eR 
因为 >> % < 于， 所 以 (3.5.3) 成 立 ， 证 毕 ， 
"ol 


P 
dx, 


5]E 52 设 有 整数 220, DEWU"QROÓDL(QRO, 8&1, 
XH ` : | | 
(а) 存在 常数 C, >0, 7>2, 使 А . 

| oe) | < CO + Ix], Vz€ R:, [a| = B; 


(b) 存在 常数 C,> 0， 使 £ <c,, 
ра J = ON РЄ (о,оо), Mb 01270 时 对 于 p€(1,00) 有 
nC Dh a < S [aL ec tele 
| 十 | lea }; sete Ty, (3.5.4) 
其 中 + + 二 一 上 | 
证 明 (в) 先 估计 of FFA BM ¿ ARR, KH supp 


* 103 ° 


$(0,1), ERR x €R*, + 
J, = (i € J;xasuppfiC* ,2)}. à 
EL x 20 їл, e + ес... ЕЕ, 则 当 ieu, mt, XO 
HIERA, X (3.4.15), Be) 在 以 z 为 圆心 ，s + Со 
Ch 为 半径 的 圆 内 ,再 由 保 测度 性 得 
аде ек! + CA 


эне) 
(1+ 2 Оу, 


由 引 理 5.1 
РЗ оь). 


( TORIA ; 
EA 
LAN рв = Ту c (3.5.5) 


因此 m : 
lC Dou 一 ns РОБОТ 
< С -nr Xi — XQ. 


s 
”于 是 | 
c { 5 
PUDE ++: 
+ 11е...) "©. 
由 假设 Cb) 和 (3.5.2) | 
WPC Dua < S (1 + Lycos.) OIN 


(3.5.6) 
Ф) 我 们 再 估计 v2”， 由 方程 (3.4.2) 和 (3.1.21) 得 


“104. 


pu — RCX), D — FOGG 0), 
£ 


: a (0) — aj(0) = 0, 
内 此 
| la — dll < CIX) — хо}, 
积分 得 
la — 01 < cw[ {х,у — xxt. (357) 
vi? 可 以 写成 | 
v? — Кж >; (aC) 一 of — X6. 
M | 一 0 时 ,由 引 理 31, 只 要 p>2, RA 
EE Dhow < c (| EKO — ао — хоз] 


"L R° 
+|> (aie) — KEC — хз), (3.5.8) 
类 似 于 vi? 的 估计 ,由 引 理 5.1 可 得 
|: Cio — oco — xi». 
yes > he 


« С (: + gm | (ед) = s) 
EG — XI) nat F. 
以 (3.5.7) 代 人 得 I | 
|2] 600 aor — xo, 
«c (1 + =)" ç (x (| (хб — хоо!) y 


АПУ 


< C+ T) we] реса = П.а (3:59) 


以 (3.5.9) 与 (3.5.5) 代 人 (3.5.8), 并 注意 到 6 之 1 得 
IC, Dh, < с (1+ E)" деса, 


M IO, 取 多 重 指标 o, lel 一 所 Wj a= f, + б» FA 
1, Oy? = OK w 0^ » dates à KOC — хо). Hisl. 
ie? 


32,4 p > 1 有 
PC sD & C |Z Cu) AORE — X 


二 一 lp Rš E 
同样 ,以 (3.5.9) 与 (3.5.5) 代 大 即 得 | 
бе (e 3) (rotae 
注意 到 条 件 (b) 及 eim 
Luc и С, ef lels )llop ads. (3.5.10) 


由 (3.5.6X3.5.10) 即 得 (3.5.4)。 ` 
— (6) 下面 ,一 般 地 设 WE ба). — k — Cask) € 2, 
S D,— (z€ Rs k < x «kl i= 1,2}, 
z 26 D, PORTER. Ф x 一 (2 ) 它 的 支 集 记 作 Du. 
再 取 多 重 指 标 o, pa = 1, lil | 
-5 AAEN 


kez? 

| BEX llors m " | OFX, [Pax ү £ 
* (1, CAKE j). 

= эй x art (2) 


< Q HDT 


t ир 
dx) 


rary 


«fede 


<a ORE RR EERO ee занан . 


以 O"; 代替 《3.5.1) 中 的 Obes 相应 的 дч? 记 作 ewig, 
则 与 (3.5.6) 一 样 可 得 


NL UD € É 1 + E ењ)" 


: * Go 1107 eller sae. 
关于 大 求 和 并 注意 到 y> 2， 即 可 得 (3.5.6)。 此 外 ; (3.5.10) 的 证 
明 与 《是否 为 紧 支 集 函 数 无 关 。 我 们 最 后 仍 得 (3.5.4)。 证 毕 。 
应 用 下 面 的 引 还 ,我 们 可 以 估计 [КЮ әл». 
引 理 5.3 xHP p2,g€W'RO, 有 — 
ГАЧА è 
(EE песо) < Alora + helo). 
| x (3.5.11) 
证 明 在 上 作 投 影 I:C%B;) CB; WF: 
f(z) = fX)» 
HIK A =, WCB) WAS C'(B;) 中 .由 引 理 2.2 得 . 
Wt 一 l, < Ch lfl Vf€ W CR), 
因此 | | 
Оп». < СОЛ». + Al flip nt). 
令 fG) = gC&(4;x, 0)) 则 由 映射 是 保 测度 的 ， 并 且 充分 光滑 
得 a | 
hf llo. as = iig lo. p m?» 
Ilu, a: © Cla lip ate 
X KX) 一 Gi X4,0)) = (XOX, БИЕ (3.5.41). 证 毕 ， 
.结合 引 理 5.2 与 引 理 5.3 即 得 以 下 引 理 。 
引 理 5.4 ”假设 
(a) СЄ СК) LR), ЖЕТЕН С, >0 与 y> 3 
使 "E 
ate) | < CQ + 11977", VERY, [ol Sx (3.5.12) 


OQ 存在 常数 C> 0 使 hac, 则 


* 407 * 


G) 对 住 意 的 se (0,1), р 2, A 
{дш < S (1 Leto s)" elpa 


+ [Юын], от, (3.5.13) 


Gi) NFER p> 2 有 
2 1 ve. 
lola < c (1L EO RN BCO 


+f еше}, оет, (зз) 
1. 1 _ 7 | 
其 中 + + T 1, 


证 明 4 p> 2, +<: < 1, EWR?) 时 ,我 们 取 常 数 


s> 0, Ф g(x) == fler), ШНА ЖАВ 
lll... Цео." = Ce 人 ee 
< CCiigtlepet + Га?) 
— CC Vt „а + OP LF pw) 


° I lf loper gi | 
现在 令 тт (тт) * 
注意 到 E 21, BB 

000 "Mese? < СМБ О i 
"FJ (3.5.4) n] 8$ (3.5.13), ifi (3.5.14): (3.5.4) ES 3.5. 1L) BS 8 22 


Eit, Ш. 
Tii, 进行 稳定 性 的 第 二 部 分 的 讨论 ， 即 估计 


(> у) DD — O00, oy. 


2 


3132 5-5 — 5 具有 紧 支 集 并 且 属 于 空间 y^ (RD, 
或 者 属于 空间 W2(R:) 0 W: Sem FEE ECC, E 


di + 


lated < CQ + |z], 
У: 0, lal = 2, ^ (33545) 


Bau L< Ca 则 
ВЕЕ TERMS 
P ako ОКА (a — ХО) 


<. + Lieu) + ео}, 


z€ Rs€[O,T]. (3.5.16) 
证 明 


名 AQ de (х — Xi) 
fusi m,0 FEA — (inm 
+> [0 25 G — 90) 
= Í, e Gi, 9,05 Lec £05,004]. 
先 估计 第 一 项 ，y 一 &(43 7,0) manu, 由 引 理 3.1, 
(fi 06070) 59 Ge — вунуд 


- кас, ж 10. oC.) | 
« c (ji 2 2 oco] jea E "m M 
< c (lhe, (а. осо E 


+] 2с). 


WAREZ EBR se B, ¿€ [0T], + 
+ 409” 


J, — {j€ Jidisi(s, ВКО) Se + a}, 
其 中 EE 
a= sup sup |ËG;y,0) 一 XO. 
由 (3.4.15) 得 f 
a Ch + [ieCO llus. he ; 
以 z 为 中 心 ，e +a + CÀ Е, Jus іє ds B (O 整个 
ZA, AND aos 


card J, < Жк жб) <Ç (EAE elole) i 


E5138 3.4(a) A 
ee = E 
Kit 


Iz «o 9, e xe» 


іє, 
< C cË к. (° sta t MOL ay, 
|25 |. эз, о! 


< c E (th + Ilan = + à + 1801, :), 


tsm ER c 1 + 20006 ES BATE ien л 
кий. | Е | 
(е) m (x — X: 一 |, | ю(Е($у,0),?) 
Xi Bi ` - 
А $ (x = $£G:y,0))4y 
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санае — na... AE Ns, lr er Rarer w Be eat 


— 900 — 900) 1 f. s (x — £i y,0))dy 
4 aco (St (z — ХК) 
EZ э (z — £G5y,04y ) 
+f Geo- °з) 
S G —EG;y,0))4y. 
en s; 由 Schwarz 不 等 式 ， 
|5 600-000, |, ee — san, 


«(x (9 semet. ал! 


由 (3. 5.7) ii 
Cor (GO Y a Y^ 
Zot (xi 1X,G) - х) ds 
| < c aaa. | 
CLIE ERE "Ee 
18°K,la < С/е, lof = 1. 
于 是 | 


dE (a — a) L 1, 25 (z = EG3,0)dy 


Penh в; 
< € | деле: 


再 估计 第 二 项 
F (s — ХКО) — — fe on E70) 


» 111% 


= (f 0% T 


= X020 Jay, 一 XID). 
因为 je J, BELL 
[x — £G5y,0) + ӨСЕ(г5у,0) 一 XIG)| Be, y€ Bi. 
注意 到 或 者 Ce Wm(R') N WR) 3E B W E (334) Ж 
‚ C€ LOU) 有 紧 支 集 , 在 (3.3.5) 中 取 1 = 2 СЫ CIEGO, m: 
用 Gr + 1)s К в) 


a (= 一 худ». 一 (x 一 е) 
+ 


x= oh OE ee - 
[Ix = £G;y,01 — al? 7 
于 是 由 (C3.1.21) 


< C 


{= ais) +j, (эк. (x — X2) 


it 


= im (z 一 E70) 


š EMEN up 
= > А ра — Езу, 0) —al* * 


ELM E «c(t +4) 


«c (1 + 01у, 


Loos Dsi Hi(3.4.15, 
一 ~ l ak 27 ю(5(13у,.0),7 t) A eX; ON) yx oz; y,0),0). 


k? 


Hi5138 2.2, 
(3 (4 aj) — (£y, 0), n) ) 


be}: 
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, awas... ALOT ... 二 加 ?rr Rats e nnm — '— 7 


- (Zi f, Go Gixi 0), — oim, му)" 


ie6 fz 
* Ch| o£ .,0), Dl uan. 
和 第 一 项 的 估计 同样 可 得 


IE (Leto — ю($ (590) E s "i = (157,0))dy| 


f < c. 
于 是 (3.5.16) 得 证 ,证 毕 。 | Í 
3 引 理 56 在 引 悍 5.5 的 条 件 下 ， 设 pe [1,oo), s€ (0, T], 
我 们 有 . 


(e 2 [vt G) — CRIED TDP is 
EL {т лом.) | | 


+4 {ор е. . Gan 
证 明 由 引 理 5.5, (31.20) 1.23) 
Е scis. loa) + E [nien]. 


(w DED) —eo9,017) ^ 
« lel o 3 Ix — xxr). 
iel T 
将 以 上 两 个 不 等 式 合并 即 得 (3.5.17 式 。 证 毕 。 
$6. 二 维 涡 团 法 的 收敛 性 | 


*3361 假设 : f 
(a) ЮЖ U HEG.. ТУТТА 2.4)(3..5) + Ж 
个 整数 天 之 2 成立; 
э 


(5) 或 者 “属于 WCD, m > 2, ЖНА ЗСЖ, 或 
CRF И" СБ) ПУ (ВӘ), m23, 3Ë HR AR E 


‚ (3.5.12)(3.5.15); 


(c) 存在 常数 C > 0, «с> 8> 1, (И 
Cos" < h < Cet, 
则 对 性 意 的 > 0， 存 在 常数 C,， 使 š 
Се) Cr г) boca? + ee) 1а 
sor) e <: < r. Кел 
证 明 我 们 先 估计 О yh; pe a, со), PITT. 
M 之 9， 并 且 定 义 , 
T, = sup{s,€ [0,T]; OT Mey: € [0,5). 


ERN [0,T,) 上 我 们 估计 (3.4.3) 式 的 右 端 。 引 悍 41,42, 
4.3, 5.43: 0. C 一 (XQ, 0. 的 一 个 估计 : 


(вто одо) 
«c(t Mesa +] ошын), 


Жа oo MEM HT C 依赖 于 =, RI 还 用 到 了 假设 
条 件 (c)。 又 直 引 理 5.6 得 


(в D ODD = 0,0") 
EZ : < 


< Ç LO!" . 
将 以 上 两 个 不 等 式 代入 (3.4.3) 即 得 


һа C (st — + lG) ) 


由 Gronwall 不 等 式 得 | 
Ма c (es + m («i T, (362) 


又 由 引 理 4.1,4.2,4.35.4 和 假设 条 件 C) pm RES 


е 114 ° 


lG — 2C liar < С (ct + E + A eC lena 


[nr] 


A + IIO ate) 

由 (3.6.2), 在 同一 区 间 上 
Ка, О © ast + =). 

š RATS feel， 注意 到 

был е (Уух он)". 


оо 22 еее,» 


所 以 
leCOl 87200 eC lye. 0 (3.6.3) 
注意 到 条 件 (c), 取 ? 充分 大 即 得 P и 
CONS «EG IA) oe Ty 
> <4 E - 了 € i s vf ie | 


iir > 0 为 任意 小 的 常数 。 

取 s < & h < h` Е, 与 ho 充分 小 ;就 可 以 使 СОН < 
Me, FÆ Т. — T. (3.61) 8 iE, seh Mewes, hj, 
《3.6.1) 是 显然 的 。 证 毕 。 


087. 至 维 涡 图 法 的 收敛 性 一 一 烙 式 A 


三维 涡 团 法 的 相 容 性 可 以 与 二 维 情形 平行 地 证 明 ， 主 要 困难 
在 于 稳定 性 。 我 们 略 去 相 容 性 证 明 中 重复 的 部 分 ， 仅 列 出 结果 ,而 
еко кат E, 
MII, 5 77 
POR (x -—XiGDi« 
. ali = h'o(X (0), D), aj(0) = aj, 
0280) 满足 ; 
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б) _ 2 Gs) 0,56) +. 
ЮЖ BORA. E DB AE. ofa’? MARKER, 而 
现在 ai) ”的 有 界 性 则 篇 要 作 进 一 步 的 讨论 
找 们 假设 当 ¿é [0,7] 时 ,《3.1.1) 一 人 3.1.32 有 一 个 充分 光滑 

的 解 ， 在 第 1 节 中 已 假定 了 与 wo 都 是 紧 支 棠 函数 ,因此 也 是 紧 
TEAR. 对 于 | и, 和 二 维 情形 一 样 ,可 以 定义 01,07, Us» 我 
有 对 它们 进行 估计 如 下 : 

” 引 理 ?.1 DEN RII, 使 得 给 条 件 (3.2.42(3.2.5) 成 立 ， 
AFER: SOF 

T 


CAGED pr: = Cet, rus peo, 


|,» < Cet, le p < +оо, 
引 理 7.2” 设 整数 
m4, 1220, Ee =” OR NWR), e < 1, 
则 对 于 任意 小 的 正 数 +, 都 有 一 个 依赖 于 : 的 常数 C,, 使 当 r€ ` 
[0,7] BJ : 


le (Dose < бее, 


IDA OE c, — 1 < p < +o... 


引 理 7. T WU Rmo 
1， 则 对 整数 N 24, BERR qe m 当 z€ [0,7] 时 


i "> >a we b" kY | 
нане c (ü + 4)" t ae 


es s* 


Yg E i ) 
+ 


gi . g^ 


XOT AE с +4 


1 < p< о, 
下 面 ,我 们 开始 考虑 稳定 性 。 取 R, 充分 大 , 使 обе) HX 


lié 


co аот noti ERRAT n rar rr (m а и А чей — - m m _TYOƏUHsN э — — — 


集 整 个 包含 在 (x;]z] < R} X 0,7] A. RAS Q {x5 |x] 
«REIN dd 


ФУ = a(t) — o), 60) — (GD) jc), от.) 
则 有 
引 理 7. 4 WUÉ EX H > 0, [4 € wit “CRIN Witz R°), ex 
;5«1, Ë 
(a) 存在 常数 C, > 0, 使 
I KRIESI EAN G + lpo, 
Vr€ R’, jel = 1, ¿+ 1, 2 +2, 
(b) 存在 常数 00, & Sec, 


则 对 于 РЄ (2,0), 有  、 | | 
x Уе ғ 
Con a < S {(1 + dein) Асһ 


Е 


(ie E deos HOM pfs re L071, 63.7.2) 
1 .1 | | 
其 中 7i + 7 1. 
wA ”类 似 于 二 维 情 形 ， 
ex, ғ) = vx?) + CA) T (=, ғ), 
其 中 | 
si (xy) = 2 (K(x ХК) — K,(x 一 XO Cs 
E i 
200,0) — >) Ki — XG)GG — a0), 
ye} 


(Pr - >) G.G — X0» 
— Ks — ХКг))) Col) — et) 
" 的 估计 与 二 维 情形 一 样 : 
IPC ua S 10 +4 Lco] Roles 
7 (3.7.3) 
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我 们 估计 oP, 由 (3.7.1》， 
v9 (x,t) = 21 K.Cs - 一 XjG)De oh, 
— la] =}, MW 
OE = У) Кх — XAD. ` 
ies š 


w(y,1) = ЎЎ 0*K.(£055,0) — EG KI ODE, 
je 


则 由 于 icd 是 保 测度 的 ,所 有 存在 有 界 区 域 0,， 使 
90. TRES {ҥС- г) роге 

我 们 取 BX . 使 Xj + 26 Bj, VE SR 200) = "E 
ёк, 1), Wye Bj, Vie J, 我 们 先 估计 G, m (500), 延 拓 于 
R, 10 o, 4 ує B; 时 oly ) = 6. 令 | 

Ry, y) = OK, (EG X; + 81,0) — £5 мөр 
| Уує Bis y € Bj, 
MJ. 


Sy, = Í e Rly y (у dy. | 
20у, г) 一 f ROC, y aly dy ‚К — 1,2,3, 
其 中 


Ry, y) = KLEC 0) — EC 9,0), 
Ry, y ) Fg O°K, CEC Xj + ёх,0) 一 EC X5,0)).. 

一 "KLEC X, + 8x,9) — Ern y :0)), 
ROC) 一 “KEC X; +.8%,0) — ECGs y’,0)) 

一 0"K.(£55y,0) — €G; 0). С ` 
”我 们 分 别 对 它们 进行 估计 ， 作 坐标 变换 E 一 Ciy 0)， 则 
IE — ||. OREG, 0) — £)aG'G' 0042]; 
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aa ч awana wakas A ro -ve a ia o —— -— © 


其 中 yD 26 E — Ey ,0) 的 反 函数 。 由 引 理 37 得 ， 
IEC, Diop < ©, GC ае 
再 由 充分 光滑 及 四 有 紧 支 集 得 
lec, 2) ll, p.m? < s hals ne 
由 引 理 3.6 | | | 
le Cone ©К. (70) 


我 们 再 估计 2°, 
( FG) 一 OK. EX, + 82,0) 一 Lc D» > 


mw >], (0) PODY. ` 
i€7 
Ф | 
Sr, = | EXD — РО УУУУ, 
我 们 注意 到 aC) 在 B, 上 保持 为 党 值 OD, BP ЕВ, 上 也 保 
持 常 值 ,所 以 可 以 利用 引 再 3.5 得 
°С, Mone, < C (191 + > "€ 


(3.7.5) 
下 面 估计 oe} 与 {ро |. 


Dire- Xf, co — ro ду d 
xí |F(X)) — FG) Lay’ 
> Bj 
E f, J IVF FOG! х0) G' — Оду 
5f f vO"K. (G5 X, + 81,0) — EX; + 0C 
jes í 
“== Xj),0)) * Cy’ — Х|404у', ` 
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现在 |у —Xil <, ЭТИИ Е E(5y,0),3ER £ z, 
= EX; + 64,0), P — ECX; + ӨСУ — X),0), y € Bj, MJ 


1 
XS p< puoi, IOKE — EdE, 


其 中 R, 为 一 充分 大 但 固定 的 常数 。 由 (3.4.15) 得 |5 一 | < 
Ch. 由 条 件 Cb) 得 |& — £| < С,С,6, 9118 R = (C, + 1)C;e N 
令 

Oo 人 一 名 | < К}, 9; — {E52R, > |£ — 8| > RY, 
则 有 


RR [VEK CE — £')| d; < m VEK. CE 一 Ede 


«| [VKC — Е)|4Е. 
由 引 理 3.4, M FEO, 时 
[VIKC — ¿>| < — 


i 

4 ед, 时 
aK, "E А КЕ ИЕА 
ао аат 

С 
| KEDE се 
于 是 

А [VKC — Ela: < -С о — 


віз 


' ridr 
lic, +e, Cr — С.С, 


| IVPK CE ur ef 
C log el i= 0, 
С < feje, L2 0. 
所 以 | | 
: < Chllog s|, 1-0, 
> iudi s Ios, I> 0, 
关于 上 求 和 的 估计 是 类 似 的 。 我 们 只 要 首先 对 y € B, m 
140» 


———————— ar T 


уж + 


анс) — FGDIF, 


”然后 关于 ує B, 求 平均 值 即 可 ， 


Кр | Ph ЕБИ, 这 时 对 于 K, 的 微 商 高 了 一 阶 ， 


“因此 


dn 


po IDL SE 8 < C 


Уур of (Bac 


fe 
ees 


Hi(3.7.5) K 5188 3.6 得 


VC Oh... < Shoka С sullaCl -us (3.7.6) 


git! 


WF eC, ey, WRUNG. EMAAR 209 在 В, 
上 不 是 常数 。 可 以 用 如 下 办 法 ; 先 取 定 一 个 ує в, НАВУ 
法 可 得 


uh Ку, y My * à; коне 


:€J 2: 


ch eco =1.ф,лә 


以 上 常数 C 关 于 ?一 致 ， 因 此- 
Í. =, Ey yay’ &Ке) 1 ig dy 


- 2 А | > |, 时 RM, Y My ao l dy 


< DIE | 8*6 «oo |, 


ЕЈ? fé j 


№ 


lec, 2I" "2, = Á ace -ipda (3.7.7) 


gt! 


.由 (3.7.4) 一 (3.7.7) 得 
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ПС 521, o, < © ( + 0 
以 上 估计 关于 sz 又 是 一 致 的 ,用 同样 的 方法 即 得 
Ne Dego, < S (i+ А) OOM ape 
即 д > 
ОТЕ S, (1+ +) jac) ligas 
注意 到 条 件 (b) 得 | 
9С + а s ОТЕМ 
我 们 再 估计 x*， 取 多 重 指标 о, la] — 1, W 
=o (2,2) = DOK, (х — X; CD) 


ié? 


= У) [ә BVK — Хг) + OCX) 
ieJ 


0 — Xi(0))48* Qua 一 ~ XK) 
* (абу — o). . | 
(3.7.1), 


ois.) = 3 p Pav. — xo 
+ 0х0) — X1(0))48 
* (X46) 一 XK0) + 6;(z) 
f T MM | 
H z€ (О), > +£ 1, Wj 
AraC ° „у „в 
J P > Ld Í 5 | 9°УК,(х — Хб) 
£= jej R 70 
+ OCX) — X00) ° 46g (a) dz; (t) 
© (Хб) — X$) le logo 
ETE 


—Ó€€—————————— P —— 


— K,(x — XE Cail) — ог)? 


(3.7.8) 


«ә sap (0, av Ke = х9 


+ (XK) 一 XDD] / lllo. 
利用 引 理 3.5 中 估计 06 la, 药方 法 ,可 得 
\| av Ke — хо + OKO — хое Са 


« c (эе + D IDRA NYa 


BUR of 时 的 方法 估计 loch m Wt, Bee BO, 
ОЕ E = £ — ХКО) + OCX) — XIGD, 

则 | | 

>) atv Ke — Хб) + 0000) — XIGYDIP 


it) 


- j (aV Kx — £ + ЕЭ14Е. 
Ig#I<R, 


现在 
JEL s Ch + hellaas | 
我 们 令 | 
` R= Ch + ео) Fes. 
则 有 
Же Io v Rus uu 2 4 


< © (CAF Helena + e? 
c h Os ү. 
<S( +4 Әһ) - 


| Тачка ЕЕЕ 
. JaRo»ds- E N 


< 人 r'dr 
Ja (r — R + e)! 
Clogs, fmm 0, ` 
lon i> 0, 
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SP 的 估计 同 理 得 | 
Ij. |. O*VK,(x — Xi) + OCX) — XIG))40g G)dxil, ia 
«c-L(r 5 leh) els. 
注意 到 条 件 (b), 得 
WPC Duo (1+ 1 L ou) laco sua. 


£5(37.3)(3.7.8) &3EBB 43 (3.7.2), TER, 
FRY oO... 作出 估计 ， 为 此 , 我 们 对 (3.1. 25) 中 的 差 
DAT vi 作 一 些 假定 。 设 
(а) 34 p€ (1,00) Н, vj 接 离散 苑 数 从 | 。 tle. pes 到 | © loa 
是 连续 的 ， 即 
lV l-n © ir: AE Vo€eLi. | ` (37.9) 
(b) v? RA’ 阶 精 度 , 即 对 v € rti, A 


u : 
(Zivia — VAX) < CE lole t p< oo， 


| - (37.10) 

max| vig, — Vo(Xi)} < CH lol ster (3.7.11) 
其 中 š = v(X;)，5C 与 v XX. : 

条 件 (3.7.10),(3.7.11) 是 常规 的 ,条 件 (3.7， VES 般 评 以 满足 
的 ， 因 为 我 们 有 如 下 的 引 理 。 

引 理 7.5 L= (01,10) оен, T »YENI, Bü 

ТСХ). же „Х{ m Cah bl, Му), 

如 果 vi ИЕ; AE vi, 可 以 写成 


Vi = X w DT T! , 
Wisely 


Я фі < C, d m :方向 的 后 差 商 算 子 , 则 (3.7.9] 成 立 ， 
证 明 i 一 +t 4 = 1, 则 
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—O—————————— üt 


(vs) < € Y Co DTDs! 


64а 


«C DT iloa lD loes 
LL 


=< C 2 Flop | 2 ea» 
即 得 43.7.9) 式 。 证 毕 . NE 
现在 о) == ol Xil), th, ERC3.1.18) 


de. 一 EG D) Lenny * oj, 


与 (3.1.25) 相 减 得 


a = Vi uCX;Ce),8) — uC XE) 0) * a, 


— (viu Xt) 一 Vsu(EG 2,0), e xot. (3.7.12) 
5100 7.6 ” 设 条 和 件 (3.7.9 交 3.7.10) 成 立 , 则 
КО ЖИ. (> + |, KON ads), (3.7.13) 


TER ”我 们 人知 计 (3.7. LEO LAY l= lupe 范 数 。 由 
《3.1.14);(3.1.26) 得 . 


TRUG) — XR) D) = vt £. 4 LOG) — IO). 


MEA а; == wy Xi 2А? , w 36550608, P m 3.8, 
UV CEULX), 0) 一 wOXGOD 0) И 
«Ciel. 
£538 7.5, 
WiC HC Xi(0,0) 一 w CXKCO 00) * ай cusa 
< Chi eG. (3.7.14) 
X.HC3.7.10) : 


(Ухо), уз, 0), DL) alti) 
itj 
«Ch, (3.7.15) 


» | 94s 


从 而 它 的 上 + |, ua 范 数 也 有 同样 的 上 界 ， 由 《3.7.1)，(3.7.12)， 
《3.7.14),《3.7.15) 得 | 


I< GCM spa < CCW + е Olopa). 


EKI (0,4) .上 求 积 分 ,并且 注意 到 a) — 0, BH (3.7.13) 
A. TE, 
类 似 于 引 理 5.5, 我 们 有 
517.7 iE CEP W^"(R50nw*"O», FARE ` | 
lo*cGoO | < C,G1 + |z] 5, Vx € R:, |а| = 1,2,3, (3.7.16) 
HEA 


% |= 


< Cs, 
则 
[E 95 ç oo| 


gel 


« c Í + Them) 


++ ( id Әһ) моны}, (3.7.17) 


Жи p> 3, 
EB GUT 
OK. c, XKE ot 
>, = TIO) 
ӨК, ¿, — XD) aK) ` 
5 э, G ХКО 


— Xj EE G — XON — e) 


fej OF; 


+>) Š eG — X(O) — KG — XI) 
jeJ Ox; 


* (0160) 一 oi). 
BUF S| 5.5 可 得 
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(E Se Gon] < с (1 + E ео). 


而 第 二 项 与 第 三 项 即 为 引 理 7.4 中 的 ví? Ej vi, НБТ 7.4 可 得 
W'*(O) 中 的 估计 ,然后 取 р 3, RH A WCB) — CCR’), 
即 得 (3.7.17)。 证 毕 。 , 

在 作 了 上 述 准 备 以 后 ， 我 们 就 可 以 车 手 证 明 收 伍 性 定理 了 。 

定理 7.1 gk | 

(a) 存在 整数 k >> 2, EERE.. DG. 2.5) BE 3E; 

(b) ЖЕЖ W" "(Rn W7^7"(RD, mes, FAB 
足 条 件 (3.7.16); 

(с) 存在 常数 C,>0, dp 使 

Сеа" < < Cys"; 

(d) 存在 r> 1， 使 (3.7.9)(3.7.10) 成 立 , 则 对 任意 的 :> 0， 

存在 常数 C,. B в, HY eg bed 
‘a * ,D — wC* Dao + ЖОР 


«C (ut M E); о<:<Т, — (37.18) 
€ E 


证 明 类 似 于 二 维 情形 , 设 pe (3,co), FREDS RK M > 0, 
6,770, 并且 Me, < 1, iE e 6, HREM - 
T, = sup{s, € [0, T 1; fleCe) ls usa < Me ,#€ [0,53]. 
BAVA je Се, в. 由 (3.1.14),(3.1.26) 


£ GG) — 0) = «(XX — СХ) м) 


= Си TE AIO COR + Ge CX;G) 2) ы °C Xi) ғ), 
B 


еа < (FB I — 080,01)" 
ieJ 


а (в $1 (хк) — eau pr. 
es 
£513 7.1 至 引 理 7.4, 并 结合 引 理 5.3 得 


(> > [CE 10И 


«c (ct + Ee Ош + Мо, X 


由 引 理 7.7 可 得 9 内 x 的 估计 ,注意 到 Me < 1, TTS XÓ € 
9, 再 结合 引 理 5.6 Р; 
(> > [х,у — e (XKO, DM 
< c (14- Lie elven 


< CCOleGo + МСО ap De. 


于 是 
MALO TE (et + T + eC. + eco pa 
由 引 理 7.6 . 


el < T BEC lelepa F 


+f Pu 
又 因为 X;(8) kas X$(0) w X; 所 以 
Near = ||, “ход, (есь. (3.7.19) 


”于 是 


le^ CO, «c б + s + if + f lle’ (le Y ade). 
由 Gronwall 不 等 式 得 
[О < c (st + 


由 《3.7.197， 
есе, p,a =< C (et + . FRU ) 


g" it? 


+ ). (3.7.20) 


™ 


由 3 引 1 理 7.5 
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МС. < c (e + 一 人 


жЕ), 
出 引 理 7.1 85 [RE 7.4 
lu * pe) — Ç Moro < S € (e te + v). 
e | 


象 定理 6.1 一 样 ， 我 们 得 
E oO T < Š © (e +. + Ë + к). 


HEX А > 2, OR PEEL a :充分 小 ,使 


当天 充分 小 时 


c (a SE) 
& 


可 以 用 连续 延 拓 的 方法 得 T, = T. “ER, 


$8. ЖАС — 格式 В 


在 证 明 客 式 В 的 收 伍 性 时 ， 可 以 利用 第 7 节 中 的 一 些 结果 ， 
除了 引 理 7.6 以 外 ,其 他 和 名 引 理 都 可 以 利用 ,与 引 理 7.6 相对 应 , 现 
在 有 

518.1 设 有 常数 C. 0, 使 

[еСг) lens s Сев, (3.8.1) 
又 有 常数 С> 0, 使 =< Се, HEER mei Уг 0, 
BRE D EWR CR NWR), DE Ce wR), MJ 


|o SKC — XO — oO 
v E KO IKD |, 
Lun d E + е yu re Wer 


esti 


«ce (1+ 
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162212. h” # 
+ ван") leCeolo p.a + (1 + сән + sm) 


15 (OJE L 
+ (oe, aa 十 Tuer) (3.8.2) 
其 中 1<p< +co, оң) = WoC Xt), г). 
WEB) К,,0;,0; 等 都 是 向 量 ， 我 们 在 下 文 可 以 只 沽 赔 它 们 的 
一 个 分 量 , 因 此 在 书写 时 ,不 妨 就 认为 它们 是 标量 ， 待 估计 的 函数 
可 以 分 解 为 x 十 xa 十 <9， 其 中 


= > CYK XG) — ХКО) — VK,CXKO 


— ХК0)а (оа), à s 
s? = 21 VK CX;@) a XC) Кобе) 
— klee), 


_ 2 (v K,CXX — XX) — v KCXiCO 


= KLE Nm) 一 alot). 
下 面 逐 项 进行 估计 、 首 先 估计 9, 


SD — 60 + 5, 
其 中 | 
“= Уу Сук, — ХО) 
— TKNXID 一 КК ОЛЛО On 
qu 一 >, (VK,(X 一 xt» 


— vK(XIC) — XiG))aGaG. 
作 Taylor 展开 ,得 
D um > (РКХ) — X, XX (д) 


— KK) )о (040) -+ e)s 


lsil < C IDPK,OGC) — X2 + yl * 1XG) 一 XK |2, 
[ун] S Песоа. 
DL "ji Lagrange Abbr, WA 


DKX() — ХК) = E D, v K (E3350) 


— X,G)2) ] сда 


(EDRF vi, 03.7.9) (3.711), Vi RE D,， 并 利用 
PARK E(652,0) 与 ol) 是 充分 光滑 的 ,有 


8 
| 之 [5 Vi 12960: 8)] 一 хк) | 

(Хо) — ХК), Собе) Nps 
3 Әһ y ， аар. 

< Св Ix [2 V VKE n, 0) X -„ 
e (X;G) 一 XG) GL pia 

- сь | vi E vi. auo = хохо 
= xt, OU" 

< CA| E vk. Gu) — X (X0 — X: xol. "m 


在 形式 上 , 5518 7.4 PRR 多 的 估 计 完 全 一 样 ,只 是 我 们 现 
在 希望 得 到 的 是 《Xi 一 XD 的 零 阶 范 数 估计 ,用 同样 的 手法 即 得 
СЕЙ 

CHLO, ph. 

还 有 一 个 差 项 : 


25 [2 @, - vovit, — xi») 


- (XC) — XI alae), 
利用 (3:7.11) 得 
ICD, 一 vVDVK.GGO;n,0) — XL! 
< C¥sup|D™K,(E(25 1,0) 一 X2) 


тех} 


r 13k * 


以 上 的 上 界 是 在 一 个 直径 为 Ch WARA ЖИН RR 7.4 中 的 
技巧 ,可 以 不 仿 就 取 在 ?一 X, 这 一 点 的 值 ,于 是 


Iz: [2 eben nen], 
+ (Хг) — Xi NaC) L. КА 


Se | > lor (D, — VV K(Gin,0) 一 xa») | 


qe x} 
+ (X,G) — XI Jake) I 2g 
< c| 3: work oc — XOG) 
— X) i I 
DTI 
再 利用 引 理 7.4 中 函数 多 的 估计 方法 ,可 得 上 界 
ch A 1. 
对 于 i， In IRURE. 8.1) 得 
|> ||... < 5 ео. 


az, | 
lensa < CP (+ A + um cot. 


(3.8.3) 
RNB HH st, 5 ser AU, 只 要 估计 


> D:K,(X; (D) — X, гуе сох — Xi) )о: С) ае). 
我 们 证 明 
> тко — X; 52909) «c (i T H), (3.8.4) 
TRES 
| 2: р.х — KANAKO — "e oe 


* We" 


« ci (1+ eta. (3.8.5) 
下 面 我 们 证 明 (3.8.4) 式 ,由 引 理 2.5 得 
|\„ D^ OG — юш 一 25 PKK — Xa 

< C" DK, ya — + ols P 
由 引 理 3.4, 右 端 有 上 界 CAR, 又 因为 是 充分 光滑 的 , 作 分 部 
积分 得 | 
| d meon — eye sya | 

= |Í KCK) — росе, os | < С. 


于 是 (3.8.4) 成 立 | 
我 们 估计 "2， 它 义 可 以 分 解 为 
KD — зз + (2 十 Sa 
其 中 
f — > VK. Xs) 一 X,(#) Xe; (t) 一 aoa, 


es = у] VK OUO) — ХХА) — «GOD, 


gu 一 >; VK CX) — Xi) oie) 


”一 aXXa 一 e». 
先 估计 sxe0， 与 (3.8.4) 同 样 有 I 
|E ve: 7x CRON < + ® 
由 引 理 3.8, | 
sll ap < c(1 +- sa E Jaco 一 ali. 


一 ce 人 + ELO ы | (3.8.6) 


m+! 


对 于 me2， 处 理 的 方法 与 SO 类 似 , 我 们 有 
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Ys? | aa < сь | > D,K,(£(5n,0) 一 XAD) ех, 
Ы (ое) = D pa 
< ch [E ус, 0) — XAD) Nex; 
660 — 0) NA 
«| 23 (0, — vDKGG m, 0) 
一 ОИС, = of) L. 上 
由 (3.7.11》 | ‘ Ds 
ICD, — VEDK.CEC3 2,0) — XI 


< Chisup | DIK, CE(¢30,0) 一 - X). 
利用 引 理 7.4 rp fT 6 的 方法 可 得 第 二 项 的 上 界 


C -E ВС) ua. 
而 第 一 项 有 上 界 
LI са ao) ,.. 
它 可 以 用 (3.7.8) 与 引 理 5.3 rs di 最 后 
DNA < c (1+: +! D" (3.87) . 
з» 可 估计 如 下 : D 


Maos < CHP lhe, 


< c| у екх — xc», — 
e max jae) 一 cb . I 
< cid екоо — xe» — HDL |, 
* max ja) — aol, 


е 34, 


由 (3.8.7) 得 
|5: VEKO — KOC — a]. 


<c(i+! ган» en 


又 与 (3.6.3) 类 似 , 有 
max | обе) — do < arcos, "LM. 
| < hb 1 YlaCOl us P, 
于 是 i 
ME apa < се(› + E) lene, (3.8.8) 
最 后 ,我 们 估计 S9, GALA 


£O re nun + gr? 
其 中 
199 — — >) (vKOGG) — Xi) 一 УК.(Хб) — Хг)) 


+ Cl) — aia), | 
p62 一 一 > (ук, — XA) 一 УК,(ХК) 一 XX) 


СОО aoo). 
对 于 s*?， 用 微分 中 值 定理 得 | 
s жа 一 2i D'K,CXiG) — Хг) 十 „КХК (О 一 XX) 


* (е; б) — et(0oi(02, 

其 中 
š Iyal < Пес... 
又 有 | 
leno — eC Do 
= (aalt) — oi) + oil) — ot) 
+ оК.) — (аб) — агу) Соје) — AT 
< CHR ое) — aCe) flaps” 
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HAEA E) — oie Mae lG) 一 90а 
Melun СОКИТ 
ee } 


pi H —uup— (3.8.95 
利用 引 理 7.4 中 名 的 估计 方法 得 
| X KCK) — Хә + CK) — хо) \ | 
«c L pua, 
于 是 
15991, < СБ, 
Mal... HOCH ry 
cH 全 nr 一 
• Пес). (3.8.10) 


对 于 "3， 也 用 微分 中 值 定理 可 得 
$09 — Уу DRX) 一 XO) + у) 


(Хб) — XK ot) 一 oC GOD), 
[уг] < 21#СЮЙ әл. 
由 引 理 3.4, 用 引 理 7.4 中 的 手法 即 可 得 
| 3 PKIO — HO + »or| < €. 
由 (3.8.9) 得 | (c 
sll uua < Cis lope 
[281 NOCH y 
Cy Im + ру) 
«ресе. (3.8.11) 
&3£(3.8.3)(3.8.5)—(3.8.8),(3.8.10),€3.8.11) (8. (3.8.2). WEHE, 
与 定理 7.1 类 亿 , 可 以 有 收敛 定理 : 
定理 8.1 假设 
(a) 存在 整数 ASS, füpBSRJECS.2.4) (3.2.5) RES 


-e 136 > 


ww... 一 -一 一 -一 一 一 一 一 


(b) 存在 常数 C, > 0, >a>p> 1, @ Cre che 
Ce; , | 
©) FERR m. т> 2, шайга гент” 
CRY NWR) 及 条 件 (3.7.16); ' 
(4) 存在 整数 ">，r > Ll, {ай IT CRON 
W HRY; f | 
则 对 任意 的 £ > 0, 在 在 常数 C,,h s| | fE 5 Е < Es, Å < ARE 
luc. +) — =Ç ee ot есе) 1, 


< (6 + 07), оет, 


8 


证 明 S p, ti p> ZI ket? >> (Cerne, 令 y 一 


«2 +3), Д] res 
类 似 于 定理 7.1, 只 是 现在 令 
T, = supir, € 10,71; 11. + NOCD ue Ме, 
rE [0,41]. 
我 们 在 条 件 ze [0,T,] 之 下 佑 计 (3.8.2? 的 右 端 ,这 时 由 条 件 (b， 
Lc), (DA 
tac, Hac, 


& mH 


ls СА, 
Пес) оа < СЕ, 


因此 (3.8.2) 右 端 有 .上 界 
сте + OC spn . (3.812) 


由 (3.1.16) 得 
Soils) = (об) a Vul Xile) 1), 
与 (3.1.28) 相 减 得 
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d КӘ oj) = Cale) o У) (СХ), 1) 


— >; KKO ~ X. Go) 
+ (0000) + v) 2 K(X) — XG) ais) 
— (o * v) 2i KXK 一 XDE. 


由 (3.8.12) 得 | i 
[feos « CEY), DN tsps 


+ lexi wi: № + СӨЯ вра T [o ope AJ. 
由 (3.7.9),《3.7.10) 与 引 理 7.2 得 
Ive Go» гул, ph < lv; s,(X; ON) IT prh 


antr 
+ cv — Vi eC XG), a. m) = С e parem + =). 


由 引 理 7.1 得 


wo ) ji bp < Cet , 
因此 : 


CR asa < c ( к” + песа 


+ | Сд a 
利用 Gronwall 不 等 式 得 
lala < c (+ EL 07 


+J) «Юм; c 
和 定理 7.1 的 证 明 一 样 ,有 
lla c (et + Ee ET + lG, 


— 


+ еса), 


- +138. 


MN enorm ITC vro Ы orn w waww тнр Ар e i mat t r тт _ С 


于 是 得 | | 
йе ОЙ, + [CM usa < c G + Ë” _ ү en) 


gm ite gt 


我 们 验证 右 式 有 上 界 Cei", шун, А23, н 
Ф), 
h 


Е Я 
EUR. mB—mcri—e« 
grits < Се , 


由 条 件 (c) I 
mB — m + 1 —– о 223 — c, 


g oct, 则 得 


m — m+ — > 3 + 7. 
Ta E 1 


MARE (b),(c), Cd) 得 | 
h=+r < Cg < cg - 


grt š; 


z Zor 
Me 充分 小 ， 就 可 以 使 Cs 一 Ms*， 用 连续 延 拓 的 办 法 ИШ =] 
使 Т.= T， 定 理 的 其 余 证 明 与 定理 7.1 相 网， 证 毕 。 


$ 9 点 涡 法 的 收敛 性 


有 很 长 一 段 时 间 ， 人 们 认为 点 涡 法 是 不 收敛 的 ,但 是 Good. 
man, Hou 和 Lowengrub 等 人 的 研究 表明 ,只 要 方程 的 解 充分 光 
滑 , 点 涡 法 可 以 有 二 阶 收 伊人 乌 , 他 们 的 证 明 对 于 二 维 及 三 维 情况 都 
是 成 立 的 。 下 面 仅 就 二 维 情况 说 明 他 们 的 证 明 方 法 ， 和 前 面 各 节 
一 样 ,我 们 设 解 充 分 光滑 ，% 具有 紧 支 集 , 点 涡 法 的 计算 格式 是 : 


da} 2 à ) k I t 

2: = FCX G) ғ), of (0) = ор, | (3.9.1) 
dX? ве уж A 
Fa —_ PKO tION X0) = Xj, (3.9.2) 
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ио), D = DY OKA G) — X1G)) + аг), (3.9.3) 
ites 


我 们 在 第 一 章 第 1 节 中 曾 说 明 为 什么 (£j В, BEE 
Dirac 函数 的 线性 组 合 


w(x,#) = > oj (e)8( x m XO), 


但 是 由 (3.9%3) 定 义 的 速度 场 < 与 w* 之 间 并 不 满足 

нё = Kk o* + иш. 
显然 ,我 们 这 里 只 能 考虑 离散 范 数 , 先 考 虚 相 容 狂 ,相当 于 о, RN 
需要 估计 | 


КӨ 一 {КОО 一 eG. de 
一 OKA — ХК) 


= |, KEG Xi 0) — £Q:y,0))oEG s 0) dy 
— >; ACEC Xp 0) 92) KCECS Xi 0) 
ivi y 


= ¿G X, ,0))8. 
519991 
оС) СА ор hl, :€(0,T]. 
TA ”我 们 考虑 天 的 一 个 分 量 , 由 (3.1.7), 取 


x 
K,(«) - ae lal? 


另 一 个 分 量 的 估计 是 同 祥 的 。 HER 000) 的 分 量 记 作 n, 
它 又 可 以 分 解 为 | | 
| ыб = fC) + iC, 
其 中 | 
dec) 一 | KEG X70) — £Giy 0C GG:,0,0 
— w(£05X;,0),:))dy 一 > K CEG; X4,0) 


° 149* 


— &G5X,,0)) Co(8(5X:,0),0) 


一 «(56 Х,0), 00V, 
vie) = C585 x, 0), (|. K,(EG; X5,0) 
— £O; y,02)4y 
— У) KGGiXi0) — £(65X,0)). 
先 估计 e$, + 
KiCX;, y) 一 KEG; X;,0) — Ебу, 0)) 
一 DS(X,, y), | (3.9.4) 
其 中 


Ds (Xi, y) 一 L -TED бу — XD, 
2x |Vë(z;X;,0) (бу — xoi 
其 中 A > š 的 第 一 个 分 量 ， 由 Taylor 公式 
£05:5,0) — (05,0) = v£G; X,,0(y — X) ` 
+ O(|y — X31. (3.9.5) 
再 利用 《3.4.14) 得 , 当 ly 一 Xil 充分 小 时 有 _ 
[V£G;X;,0)(y — Хр) > Cy» — XI. (3.9.6) 
因此 DS, 是 有 音义 的 ,又 DS,(X;,y) 关于 y 一 X; FREE, 所 
| 050,06 = 0, > DSX XDP —0, — (3.92) 


13.9.5), 3.9.6) LÀ (3.9.4), 888] Kf 的 一 致 估计 
IKfCX,, у) < С, (3.9.8) 
将 (3.9.4) 求 导 ,可 得 各 阶 徽 商 的 估计 


С 
[D'KfCX;, y)Í < pox 


(3.9.9) 
由 引 理 23, p 一 co 得 
||, KtGG y)dy — KIC, XP 

= CH KTOXS, 2 ees 


+141 , 


关于 i RA, HEREC.. 
[621 < Ch > |KiCX;,¢ Masa 


由 (3.4.14), 当 ¿>e ў, y € B, 
1£(55X5,0) — £C5y,0)] 22 C5, (3.9.10) 
于 是 由 (3.9.9) 得 
| {os | < Chl log Al. 
fk, ALAR 
ID'(K,GG(:; , X; ,0) 一 ECY 0G Gi y0), 
一 (ЕПЗ; X00» 


€ 
& =" 
也 可 以 从 引 理 2.3 得 到 of 的 估计 ， TER. 
在 证 明 稳定 性 之 前 ， 我 们 先 考查 一 种 特殊 的 涡 团 浮 数 . ба 
Bk C 除 满足 条 件 (3.1.19) 外 ,还 满足 轴 对 称 条 件 与 紧 支 集 条 件 : 
C60 = éCIxD, vo 2€3941) 
` £62 90, 4 dix] mil ` . (3.9.12) 
HE C€ ССК), ВАТ, 矩 条 件 (3.2.4)(3.2.5) 关 于 大 一 
2 成立, 并 且 К, = 天 #5。 具 有 一 个 特殊 的 性 质 。 我 们 注意 到 多 
是 一 个 以 0 虑 为 奇 点 的 调和 函数 ， 并 且 是 一 个 奇 函 к, 因此 当 
jal Se 时 ,由 调和 函数 的 平均 值 定理 


K, co = f Fe yel] cons 
= 2=K (x) NS ф (5) 


— кә a ду = KG, 


< 
其 中 y 一 (rcos8,r sin Ө), M4 BET 时 ， А 
P i i ye W K(x — y)d6 = коо, с.Су)ау 


о & РІ 


биз. 


=K | _ LO, 


РАТ 
a 1 r 2 
总 之 有 


K(«), | lzi > =, 
К.к) = 4 K GO f y cere Cady, [xi «e, 
0, | x= 0, 


下 面 证 明 稳 定性 : 


(3.9.13) 


引 理 9.2 车 存在 0<s < 1， 使 当 OSS Te 时。 


IO] M < Bit, 
ШЕ А 充分 小 时 ， 


(EIE КОХ) ~ хдо) 
bef ivi 
- DIO — хк)" 


< c (Neles + оа), 
其 中 1<p < co, 


(3.9.14) 


| (3.9.15) 


TA AMKRERRABRE, 并 设 4< Се, 注意 到 


《3.9.14), 由 引 理 54， 当 о: < T, W, 
由 引 理 5.6, 有 


合并 即 得 


pai 


Xi) Jae) 


PMMP 


= > KC — хо) 
РЕ] i 


< c (Ius + | 1а). 


là COR < c (песа + Саа). 


(e 3 AXD — eoo. DIF)” < свеса. 
ic] / 


(3.9.16) 


бз» 


这 里 "^ 与 об) 当然 不 局 于 XKO 与 ако), ЕБТ 
引 理 的 证 明 中 并 没有 依赖 XT) 或 оо) ERRE. BEDI 
把 它们 换 成 XKO 与 对 (1)， 上 述 不 等 式 仍然 成 立 ， 
EG. 9. 10) ANC 3. 9,14) 
Ко — XK0| > 1XG) — XO — |XKO 
— X] — Xi — XK0| 2 Ch — отн, 
эң р ESN A EE С», 我 们 取 。 一 Ch Rib 3.9.13) 
可 以 看 出 把 (3.9.16) 中 的 K, 0 天， 它们 的 值 并 没有 改变 。 于 是 
得 到 《3.9.15)。 证 毕 . 
与 定理 6.1 类 似 , 我 们 可 以 证 明 点 涡 革 的 收敛 定理 ;: 
EMI 设 :为 任意 小 的 正 数 , 则 有 | 
eC) Ilo. < CH, (3.9.17) 
证 明 从 赂 。 
利用 上 述 点 涡 法 收 化 性 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 涡 团 法 的 一 个 
有 趣 的 结果 ， 在 以 往 的 收敛 定理 中 我 们 总 是 要 求 是 比 s 更 高 阶 
的 无 穷 小 量 。 实 际 上 ， 如 果 它 们 是 同 阶 的 ， 仍 然 有 接近 于 二 阶 的 
收敛 性 。 下 面 我 们 就 来 证 明 这 一 点 . 
取 满足 (3.1.19)(3.9.11) 与 (3.9.12), 对 于 涡 团 法 ;我 们 仍然 要 
估计 
|. KE; X0) = £90 Mots, 0),4) 
一 PEC X;,,0),12)dy 
— ài K«GGiXi,0) — ECX 00a GGG), 


= aX. 05,04, . 
= “(коздо Kyu(£G;X5,0) 一 E(15y,0))4y 
== 25 Ky CE; X4,0) 一 EG; X: 0), 


其 中 K, 一 Kal, M i= 入 对 应 的 一 项 等 于 零 ， 所 以 在 这 里 
与 求 和 % € 了 没有 区 别 。 由 (3.9.13)，, 令 


М • 


cr M € —— — Ü—À e MÀ SIMQ)EHII —À —— MÀ — 


КЎ, = K. — { (lzl)ps 


(21) = MEO ix| < e, 


1, |z! 22 е, 
则 | 


Ке oix (f. KEES X;,0) 


— Elsy, 0))ду 一 2; Ki, CECE X;,0) 


= 8(45X,,0))#), 
作 变 量 替换 ECt3y,0) — Е, 利用 保 测 度 性 得 
f a RECECE Xi, 0) — 659,000 


E Is KLEG Xi 0) — &)4Е 
g S Ki (EC#3 X; 0) 一 EdE 
P :Xjr0)—El ex (Ki CEQ Xis 0) — E) 


— Kf(G;X;,0) — 048, 
由 估计 式 (3.9.8)， 


I. КЕССЕ: Xi,0) — £G5y,0))dy 


— | (i40 — £055,092» | < ce 


ej? £3 vj? 中 的 其 它 各 项 也 可 以 类 似 地 与 点 涡 法 的 对 应 项 作 比 较 。 
Ф vmo + 09, A51 9.1 得 
le] < COP | log В| + 65, 
再 利用 第 4 Sch wm 的 估计 ,第 5 节 中 的 稳定 狂 引 理 ,得 
定理 9.2 ”如 果 函 数 《 满足 (3.1.19)《3.9.11) 与 (3.9.12), 并 且 
¿€ CR), 又 存在 常数 CQ 0, E h< С, WARM 5, = 
» 4455 


充分 小 时 有 误差 估计 
[| G], САСА + eu (3.9.18) 
Жн s 是 任意 小 的 正 数 ， | 
以 上 结果 可 以 很 容易 地 推广 到 上 不 具有 紧 支 集 的 情形 。 利 用 
Taylor AA, DelPrete [1] 中 得 到 了 一 个 更 为 精确 的 结果 ,其 中 
误差 的 L 范 数 估计 可 以 达到 二 阶 。 


5 10. 二 维 初 边 值 问题 的 涡 团 法 一 一 半 离 散 化 


MATAH, 我 们 证 明 Euler 方程 初 边 信和 问题 涡 团 法 的 收 合 

He, їй OCR! 是 一 PT SER NIZA, 为 了 叙述 简明 
ER, WERE, RUER THO 

ди 


He + (ж. V) + Lup =i, (3.10.1) 
V ú = 0, | (3.10.2) 
ue nl.cog = 0, (3.10.3) 
H jino 一 Hos (3.10.4) 


其 中 ”为 边界 09 上 的 单位 外 法 向 量 ,我 们 要 求 Vow m б, н, 
"lao = 0, ЖН 53 1 3623608. Н 2 章 第 5 5, 对 于 任意 的 
T > 0, 在 区 域 Ox [0,7] 上 有 一 充分 光滑 的 解 。 
wom —V Ли, o = —V Ли, 由 为 与 x 对 应 的 流 函 数 , 则 
р 10.1)—(3.10.4) StF 


| 29 rae Vo = —VAPjeP, | f (3.10.5) 
一 vd 一 oo = VA, ' (3.10.6) 
$l.eno = 0, ^ (3.10.7) 
00 | pap 一 оо, (3.10.8) 


考虑 如 下 格式 : 把 区 域 Q 稍 作 一 些 扩 展 , 对 于 常数 6200, 9 
О, — (x;dist(z, 0) < c}. 
取 一 个 参数 4 > 0， 我 们 以 后 在 9, x (0.7) ЕЖ, Жм 


ETE 


Í PERE RINE uy Æ R? ERER, 有 紧 支 集 ， f 在 R х 
[0,7] 上 充分 光滑 有 紧 支 集 ， 而 且 ww 在 R* 上 满足 不 可 压缩 条 件 
- 《3.10.2)。 在 本 节 中 ,我 们 讨论 如 下 的 半 离 散 格式 : | 


waet) = У) oKOt(x — XH), + (310.9) 
ПЁ 


= 一 ЕХО), 0) (0) — aj, (3.10.10) 
e 一 (ХКО), XXO) = X; (3.10.11) 
Pug de dicat (3.10.12) 
om VA, (3.10.13) 


其 中 Z, Xy oj 2,5 的 意义 与 过 去 相同 , 为 了 叙述 简明 ， 我 们 设 2 
HMR GLO TALI. 500,0) Pasi ot WUE wt 0, 
推 ， 它 的 定义 如 下 ; 


gCat) = > аш" х9), (3.10.14) 
其 中 a; 满足 代数 方程 组 


M 
M (—iia; = 1, j-0,:,M—1, 


zh 的 定义 是 : 4 xep 讨 ， x? — x, TRI 
(x me (BH 1)Y = iz, (3.10.15) 

Y 80 上 离 X 最 近 的 点 ,集合 A EOS A T UGX € 92. 

只 有 当 aO € Ü 时 (3.10.14) 式 才 有 意义 ,由 (3.10.15), 只 要 * 
BORDREMA x 中 EB， 因此 在 (3.10.11) 式 中 我 们 要 求 XKO 
离 台 充分 接近 ,我 们 在 下 面 将 会 看 到 ,只 要 4 BA, 这 一 点 总 是 
可 以 做 到 的 

为 了 证 明 格 式 C3.10.9) 一 (3.10.15) 的 收敛 性 ,我 们 用 稍微 不 同 
一 点 的 方式 作 延 拓 。 设 us p 为 (3.10.1) 一 (3.10.4) 的 解 .由 (3.10.6》 
《3.10.7) 求 上 ,然后 把 光滑 地 延 拓 到 R*X[0, T], EHE 8 
支 集 ,同样 作 的 延 拓 ,由 (3.10.6) 可 以 定 出 #*, 代 人 方程 《3.10.1)，. 
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可 以 求 出 的 一 个 延 拓 "E 59 ETE f RA RMB ICE 
Її, ЖА Е 与 它 对 应 。 当 :一 0M, Ф|. 是 已 知 的 , RITER 
+ = 0 BE Фф ROE 53 LS m 的 延 拓 精确 地 对 应 起 来 ， 
按照 这 个 延 拓 ，w, p 就 是 Ешег 方程 初 值 问题 在 В? х [0， 
T] E, GRABER Е, ЕНН A. 我 们 下 面 将 
充分 利用 初 值 问题 的 有 关 结 果 。 
类 似 于 (3.1.14) ,我 们 引进 特征 线 X'Qo; 0, CMR 


x X'(7;2, г) = gr; 2,12) r), X^ 5,1) — х, 


(3.10.16) 
不 难看 出 
: 200 X'(5X;,0) = ХК). 
ASF (3.4.13) (3.4.14) ATTA ERA: - 
359 10.1. 如果 存在 常数 Cu Ivi < C1,， 则 有 常数 Cos 
使 
[X°(r;Ë, r) 一 X*Cr;£s 0| < Co 1, 
VE, £€ От € [0,T ]. (3.10.17) 
证 明 AX Oe, B3 3.10.15) I 
ED” = (EDP = ij, C &l. 
FA (3.10.16) & (3.10.14 BA. 


2. СХ (туё, 2) T X*(755,,1)) , 
dt 


=< C | X'(r;Ë 1) 一 X°(r;£,, |. 

由 Gron wall 不 等 式 即 可 得 (3.10.17)。 证 毕 。 

设 有 正 数 С,, EBH lej >C, ue 0， 我 们 考虑 如 下 集 
ё: 
5 J= (j;l|iñl < C,}, 
则 了 是 一 个 有 限 集 合 。 再 引进 一 个 算 子 G。 іона г XR 
数 , 满 足 (3.10.6)(3.10.77 则 记 и 一 Gw。 由 (2.2.3) 式 ,对 于 mz 
—1,p€ (1,00), С —— 8 G: W7*(0) > (QWo*CODY,9E 
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县 有 | 5 
{сон = Coll. | (3.10.18) 
下 面 开 始 对 = 一 £t 进 行 估计 , 象 第 4 节 一 样 , 记 
u — u* = u + tu, + s, 
其 中 f 
9, = 4 — GCoCs D) $ Ca)» 
n= GGG DL — Б] aC — X8), 


v, = G (> оС), ХС) 


jes 


= У а х) ), 
ieh à 


oft) 为 加 下 方程 的 解 : I 
dako). РО СОУ, ао) Se. (3:10.19) 


引 理 10.2 ANT AS i, PRS EASE NAFTEN 
'>0 М РЄ[1,0], 
Пасо < Cet, (3.10.20) 
证 明 由 (3.4.6), 对 于 p € (2,001 | 
fats „йж — оС Da) © Cs* | col serpente | 
现在 ”是 一 个 充分 光 消 ， ,有 紧 支 集 的 函数 ， BARKE O LAR 
al, 同样 有 O | 
lol. Am 9) bau Cet, f 
E1(3.10.18)8] pe (2,00) 时 的 (3.10.20) 式 ， 因 为 0 有 界 ， 
《3.10.20) 式 对 于 pe [1,2] 时 也 成 立 。 然 后 我 们 取 + > 2, UH 
BRA, СО) — WiC), BIAS p= +00 时 的 (3.10,20) 
式 。 证 些 . "Ñ 
引 理 10.3 设 p 之 1, ER т;>1,/>0, EWR), 
则 对 任意 的 常数 re [1,2), 和 整数 N 之 3， 我 们 有 


г,” " b `1 h^ 
Со € (UL +L) zr, ban) (3.10.21) 
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证 明 + 
AETS) = m К.х 一 y)o(y,r)dy 
— У) «(OK 一 ХК). 
iel 


由 (3.4.11), 对 于 名 估计 式 (3.10.21) 已 成 立 , 于 是 有 
foc det асос xo»... 
jes fi 


h 2 А" A” 
< ct +) pn aen) 
再 用 引 理 10.2 中 的 同样 方法 即 可 得 (3.10.217。 证 毕 。 
AEAEE RISALE, 令 
= {j}; X; E 0. ПО}, 
Жер С, BLL 10.1 中 的 常数 ， 它 是 待定 的 ， 我们 定义 特征 线 
的 误差 
| Mellen = (P2510 — жору t 1«&p < +o, 
ес = max] X — ХК. | 


$[38 10.4 510101 SOBRE, 设 整 数 1220, ¿€ 
W'"(R), p > 1， 并 且 有 常数 C fE p < Су, WH е 充分 小 时 


010 S (1 + Tela Y peapa 
+ f. {еа + E" , (3.10.22) 
其 中 LL N 为 任意 正 整 数 。 | 
证 明 我 们 首先 证 明 , 如 果 Cos <a, WH 
m= 6(X el — XQ ) 


aS «ox (+ — X$) ) (4.10.23) 


ih 
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事实 上 ,如果 зарра. 一 ХКО) 与 9 的 交集 非 空 , 则 有 e D, (6 
Ix — XKD! < e. | | 
由 引 理 10.1, 
I ] |X*(0;x,1) 一 Х| < Со, 
但 是 X'C0,5,1) € D, BEX € Ос. 对 于 tC — XG) 也 可 
作 同 样 论证 ， 因 此 只 要 XiE0c,s，、 它 就 对 e 没有 贡献 。 这 就 证 明 
T 3.19.23), | T^ 5 
类 似 于 第 5 节 ， 我 们 可 以 有 如 下 分 解 : 
7. vf? + of, 
其 中 
ңө — G (21 OG. КК) — tC — XX) ), 
ieh 
vi? — G [2 (0) — 0600 — X;GO) ) 
ТУ} 
将 (3.10.19) 与 (3.1.21) 作 比较 ,可 得 | 
aie) — ao = P | ССК) 0) — FORM as 
om e свк) 5) — ВОК) 0046 
+ COSS 一 FOGG) 2004, 
于 是 (P 又 可 以 进一步 分 解 成 


9 — Jb + "T 
其 中 
ee (Sl! CFG) 
fet, M 
вО), dst — X2) ), 
om с (Уу P CFG 
; IgA LE | 
вос), dst. C. — X0) ). 
利用 引 理 5.2 以 及 引 理 10.2 中 使 用 过 的 方法 ,我 们 可 得 . 
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X 
p+ < S re E Ма) "ею, 


+ f Пес) opalds }, (3.10.24) 
我 们 再 估计 022, AA FO Ё а НЕНЕН, PT 以 当 


x€D Hj, F(x,s) = F(x,5), BMA Taylor AX [AD z€ 


Qc NO 时 ， 
{Ё(х„‹) 一 F(x,5)] < CCCs)”, 
е 
КСЕ 

ieh a 

— F(Xi(5),:0dsK,(x — X;C2)), 
然后 以 《Ces) 代替 (3.5.7) 式 中 的 |X /(r) 一 X71, 85188 
5.2 的 证 明 就 得 到 ,了 一 个 与 (3.5.10) 平 行 的 结果 


[3+ Dl, a < © (Сн, 


再 利用 引 理 10.2 中 的 方法 即 得 


[PC Dl < S Cc". (3.10.25) 


&3£(3.10.24)55(3.10.25)8048 (3.10.22), 证 毕 。 
下 面 我 们 估计 dellas BIG.1.1425 0.10.11) 


хо хо = [GGG — eO. 06 
— £P + IP + ra, (3.10.26) 
п» = 33 a | (OG). — AK д), 
`2 > a; f Cu — uX). 4s, 


г> D a i CYO, — WCDI nya, 


MA Ss 


引 理 105 在 引 理 10.1 的 假设 条 件 下 , EE k = M > 2, 
ЖЖ (3.2.4)НК ул, LEW”), m> 1, FFA I 

Cute h < i ipto (3.10.27) 
其 中 DE > > thet, MRE е ЖА, WT ге 


[0,7]; 我 人 有 


Песоа < Cet, (3.10.28) 
， 证 明 利用 Taylor 展开 式 和 4 的 光滑 性 可 以 很 容易 地 估计 


10, 4 


|P} ас Cet, V; € Л, 


于 是 | 
(eium < се, 
Jé h ' 
”其 次 合计 1, 由 引 理 10.2 到 引 理 10.4 | ` 


. z 其 N 
ju — inso C fet + (1 + ay CET po ьа 


gni gNti-i 
E (0+ ео.) "hector 
+20 деа), 4029) 
Kh btlan N 充分 大 ，! 一 01,6 充分 小 ， 我 们 令 
(7 J = {XE б}, 
则 由 引 理 5.3 得 
Up 
(e Xie = DIr) 


саке Hu i D + bls — e lipo). 
XQ х0, WRH Oizo, WA 
(# $i lG AGO) 
s€ Sakis N 
< CC (a — =° Je Ф|, „осла + hl Ce — ye | pocosvBe 


Vp 


7 1$3* 


< CC ila 一 oo + hju 一 u*]1,,9). 
由 (3.10.29) 得 I 


(P 33 XN) 
е 
< с (e 4- (2 +t or 


«Песоа + È lec. р. 3-10.30) 


最 后 我 们 估计 1P, WRA [Vut] < C, 我们 有 
(t (COGG29,5) — v COCG»9,1 
SCX — (6G)? 
< C XG) — Xl. ` 
于 是 


(D ee) <c[ col... 
#6 Ја 
把 它们 都 代 人 (3.10.26) 得 
| c E k 1 nid 
fella С Jet + (1 + LICOR.) 


* eCsdllap.atds. (3.10.31) 
下 面 我 们 证 明 
lel lopa < Cst, (3.10.32) 
其 中 C, 是 一 个 待定 的 常数 。 因为 ‖e(0]l — 0, HB ele) Ж 
连续 的 ,所 以 (3.10.32) 总 在 一 个 区 闻 [0 , T, 1 上 成 立 , 由 (3.6.3) 与 
《3.10,27), 我 们 有 | 
Десе) о... < bY? |е) рә» , 
< С?! С), „л. (3.10.33) 
H C3.10.32528 
ile Ce) ls usa < CHC ,gh wie, z€ LO, Tal. 
由 本 引 理 的 假设 , k — 2a/p > 1， 因 此 在 此 区 间 上 


и 
(i T L е) ; < Ca 


9 134 < 


YU tv onera pier. er а-ар е У awa ee 


其 中 
C, 2. (1 + Cl'?C,s у (3.10.24? 
由 C3.10.31) 得 | 


«О» < с, | Cet + се). 


利用 Gronwall 不 等 式 得 | 
| ШОЛА (3.10.35) 
首先 ,我 们 取 某 一 个 Ce > 1， 然后 ;我 们 令 C; 一 C Te, 再 
取 в, 充分 小 ,使 当 s < s, 时 ,(3.10.34) 成 立 , 我 们 现在 证 T. 一 
了 , 设 不 然 ， 如 时 T, <T, WWHC3.10.35)8,4 re [0,74] 时 
ПеСе) о, < Css*, 
于 是 可 以 利用 连续 性 扩大 T.. ШЕР A MA Tem T. di 
Ев, 
附注 ”实际 上 , 引 理 10.5 的 结论 对 于 任意 的 e > 0, PEL, 
оо) 都 是 成 立 的 ,条 件 (k — Dp/2 > а 也 并 不 必要 。 事 实 上 ,对 


Farı + 人 二 + L, RITUR P 充分 大 ,使 引 理 10.5 f 


立成 ,然后 ,对 于 r€[1,P)， 我 们 可 以 用 Holder KERB 
lola = (# 7 xo — xcov) 
ih 


< (н 3; xo — ходи)" 
єл : š е 


(в) «erect. 
于 是 有 | | 
Пес) ls < Cet, 
此 外 ,如 果 E > 8p AX 045, 
СӨЯ < С, 
然后 有 
СОЪ 
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最 后 ， 我 们 证 明 收 敛 定理 ，。 | 
定理 10.1 存在 常数 4, 0, Co> 0, C, ШЖ dea, M 
条 件 (3.2.4) 成 立 , k = M 222, ГЕРС), Him > 1,3E 


且 (3.10.27) 成 立 ,其 中 а 1 十 发 二 上 ， 则 对 于 任意 的 peli, 


со), FERR Co, 使 得 问题 (3.10.9) 一 《3.10.15) 的 解 满足 
[VautCx, 2|  С,,хє б, (3.10.36) 
ls 一 w° ||... o + Hee lhe, "» < Cest, . (3.10.37) 
其 中 z€ [0,T], 
WEBB 在 引 理 10.2,10.3 中 取 / = 0,1,2, p> 2, и 


# 
|- 6 5] або. х) < c. 
tes ;»2 


mA ERR 
|=- e >) «OC — xl, <C, (3.1038) 


E s<¿, r= 0， 我 们 得 
le ,0) = C s0 („о = Cy, 
4 , ; , 
C = max [Va] +C + 1, (3.10.39) 


G»DE€DxI0,7; 


从 引 理 10.1 就 可 以 确定 常数 Co。 限定 s< d/ C, ШАЯ EE Ve | < 
C,, (3.10.22) BR 27. (3.10.38) (3.10.39) Zi & Y 24 : = 0 Е 
[vut] < Ci， 由 连续 性 ,(3.10.36) 在 某 一 个 区 间 [0, Ta] ERI, 
于 是 引 理 10.4 在 此 区 闻 上 成 立 。 我 们 首先 取 2 充 分 大 ， Mis 
10.5 也 成 立 , 于 是 

. loing < Cet, 
Ws, 满足 2/8 PPM E EM 

{һә < Со, 125. olo. Mi. С C toan, 
Eee 充分 小 ， 则 可 以 有 

| LA PER 
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e . Ч алсо ААА Ñ Í Í. — + 


再 利用 (3.10.38)(3.10.39) 就 得 [Vw] 一 Cl。 AREA AS 
tE LOTI 时 (3.10.36) 都 成 立 。 
再 利用 引 理 10.2 至 引 理 10.5, 对 于 充分 大 的 了 与 充分 小 的 
我 们 得 到 了 (3.10.37) ,再 根据 引 理 10.5 的 附注 ， 就 可 以 取消 对 P 
与 8 的 限制 。 证 毕 ， 


o 81L 二 维 初 边 值 问题 的 涡 团 法 一 一 关于 空间 ， 
变量 进一步 离散 化 


对 于 烙 式 (3.10.9) 一 (3.10.15), 若 Q 为 一 般 区 域 , 则 问题 
《3.10.12) 的 求解 需要 进一步 离散 化 。 本 节 的 和 且 的 是 就 有 限 元 方法 
求解 (3.10.12), 证 明 整 个 格式 的 收 化纤 ,首先 ,关于 格式 (3.10.9) 一 
《3.10.15) ,我 们 需要 如 下 的 进一步 的 结果 。 
引 理 11.1 在 定理 10. 1 的 假设 条 件 下 ， 给 定 一 个 常数 "ES 
0， 则 存在 常数 Cu， 使 
lC 220-0, Cnr 10,7), 
证 明 以 C, + C, RRC, А Merc. 之 外 的 点 对 于 
Оса 中 的 о° 没有 影响 ,由 引 理 10.2 至 引 理 10.4 得 


lo = w* |», m 
h xr k= ` 
«c Bre n 
: AE AN 1 а, 
+ oi t s 


(oe Tie.) 

Е eC ls Í 

+ Lf есь аек P" | 
ARGH, Ie, БЗВ 4,1 一致 有 界 的。 证 毕 。 


我 们 下 面 描 述 等 参数 有 限 元 。 在 9 上 作 二 次 Lagrange 型 等 
参数 有 限 元 前 分 的 手续 如 下 : Reo 分 割 为 一 系列 直 边 或 曲 边 三 角 
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形 单元 ,每 条 曲 边 都 必须 是 边界 00 的 一 部 分 , 任 两 个 单元 或 者 不 
相交 ,或 者 有 一 公共 项 点 ,或 者 有 一 公共 边 . 节 点 的 取 法 为 :所 有 顶 


点 均 为 节点 , 直 边 的 中 点 也 是 节点 , 若 PUT f— Bo , UU LER Be 
йказк 的 中 点 424K» 然后 作 垂 线 与 98 交 于 as, aux BR 
作 节 点 。 再 在 上 平面 上 取 一 参 郑 单元 六， 它 的 构成 与 上 述 天 的 梅 
成 相同 , 但 都 是 直 边 。 定 义 皇 平面 上 的 二 次 函数 x = FRED, 使 
让 的 节点 与 x 平面 上 的 节点 一 一 对 应 。 这 时 K 的 象 记 作 天 . 它 与 
原 曲 边 三 角形 在 一 般 情况 下 不 会 重合 。 .所 有 单元 关 的 集合 记 作 
J 8, 它们 的 并 集 构成 了 区 域 & 的 一 个 近似 ,我 们 把 它 记 作 0°, 这 
里 5 同时 也 指 最 大 的 单元 直径 。 RATA GEMS BIER, MÆ 
个 单元 的 直径 ок SARWE px 之 比 ox/ox H—AX ER. 

在 单元 天 上 的 插值 函数 由 如 下 的 隐 式 表达 式 给 出 : “一 

Fz(£), u = ЕСЕ), APF HEZEA., Ж ve МЕ» 则 
按 节 点 播 值得 到 I.e, 

下 面 两 个 结果 可 见 CiarletL1]， 此 处 引用 而 不 证 明 .。 

9128 112 给 定 正则 等 参数 有 限 元 族 天 ， 整 数 之 0,p,9 € 
[co], 设 空间 WR) A SI Wt( 尼 ), 则 对 所 有 的 ve wt 
(куж 

0-0,0, С(теаз К) V?5;7"(|v | pax + ДРУЯ x 

CR fe LXQ), PEC B, 记 作 了 。 设 等 参数 有 限 元 
Эз alo V5, Æ Poisson 方程 的 Dirichlet 边 值 问题 ; R w € 
HX D), 使 I . : 

|, Vie + Vodx = ү fedx, Ve € HX Q), 
及 其 有 限 元 近似: Ж w'e V*, 使 
Í, Vw! + Vvdx = La fvdz, Ve € V, 
财 有 
3111.3 设 多 为 在 全 空间 的 适当 延 拓 ,使 G € Ht, WA 
[ж — who < C Ga 12 一 vier 
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A: sup Цоуё * Vode —J ао). 
sev? lelia 
eed 


关于 工 ” 范 数 估计 Schatz 和 Wahlbin [1] 证 明了 以 下 引 理 ， 
а 114 设 Few ew”, WE 
Па — юр” < Сә... 
其 中 020', 3ER D 15 5 XX. 
在 作 了 以 上 准备 以 后 ， RAE DATI DR Pa 
BUSES IT: 


a5, 0 = Dy al OLG — HO) (3.11.1) 

Ae 一 BP(XIQO.0, o$C0) dg. 63.11.2) 

O Рой 09,0), x1C0) = X, | (3.11.3) 
bev’, 满足 - | 


| P Fp? « Vodx 一 | , aves, Weer’, (3.11.4) 
g . © ; 
wm VA, (3.11.5) 
其 中 | 
Cr, = > au? (xf t), - 
sP 的 定义 如 下 ; Ж z€ 0°, fi} ху #， 和 否则 
xp — (it 1)Y, — ix, 
Y, 90° Ld х 最 近 的 一 个 点 ,现在 0° 不 一 定 是 凸 区 域 ，Ys 也 
不 一 定 唯一 ,我 们 可 以 取 其 中 任 一 点 。 现 在 8* 也 不 再 连续 ， 所 以 
《3.11.3) 按 古典 的 意义 是 没有 意义 的 。 我 们 用 广义 的 定义 ( 参 看 
филишюв[11); XO 关于 + 抱 对 连续 ,并且 几 乎 处 处 满足 
eue. (A fA conve'CUCXE CO, ММ 2), (3.11.6) 


r>o N 
其 中 gonv ө ОН ОХ} G) r) 则 为 X1) 
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点 的 + 邻 域 。 按 照 这 个 定义 , 初 值 问 题 (3.11.3? 罕 少 有 一 个 解 ， 我 
们 取 其 中 的 任 一 个 ， | 
在 一 般 情 况 下 ，8 与 Q' 互相 没有 包含 关系 。 有 了 时 我 们 需要 
把 一 些 函 数 从 如 延 拓 到 整个 空间 RI。 因为 00 KDI, ВД 
在 一 个 强 m- 延 拓 算 子 E, 使 得 (参看 Adams[1]) 

WE dlp? < СЇ, но VOR k < m, 

l&p«o, p€ W=2(O), (3.11.7) 

: RRM 足够 大 ， 把 流 函数 p° 延 拓 到 R, 仍 记 作 p°, TAE 

的 we" 也 都 延 拓 到 了 全 空间 ， 

下 面 估计 误差 u н 与 Хр) — Хб), + 


О = (F 2; mqo- х1"), 


eol 一 max |X} G) — XY (1. 
i 115 在 定理 10. 1 RAE F me ё < Cue, pum 
„у t L = 1, 则 有 


6 > Са SCF + к, + ео) 


«ela [ес n (3.11.8) 
证 明 ”我们 定义 两 个 算 子 ,如 果 ot 与 中 按 (3.10.12) 对 应 , 则 
id gt = Ante, И $* = Дро", 
则 在 0° L 


Bm tea (у) nC - x3) 


-A X TT e -ao ) 


=o, + p, + Pr» 
其 中 
(у; «XC 000) - GC 7 X102 ). 


i €J, 
1460" 


e, А (33 (40) — d DEC — HO) ) 


e, — (A7 — Ау) УХ «(0 C — AIO). 


FES; 
关于 vi ez 的 估计 ， 与 引 理 10.4 中 关于 of &o.^? 的 估计 是 一 
样 的， 我 们 可 以 得 


hele Dh. < C (1+ 20е) ӘЛ 


(3.11.9) 
ее Dh. < с [ie Olea G.11.10) 
以 及 
lote) 一 ou, 
<S |ü + Lets) ets 
„юше o (3.11.11) 


由 (3.11.11) 以 及 引 理 11.11 可 以 得 


Hor Mage, ec So beens) Әһ 
! {цене}. (3.11.12) 
下 面 估计 os. 4 bi 是 如 下 问题 的 解 
—Афу = w, кєй, 
d | z€8p ™ 0, 


由 引 理 11.3， 我 们 需要 估计 
ve * Vvdx — |, и?) 


енен 


- "T (Ad, + owádx 


”利用 Holder 不 等 式 ,可 知 右 端 有 上 和 界 
»161+ 


Пф, + clos aralt losada * (meas(.QNQ))5, 
我 们 将 在 附录 中 证 时 ; 
meas OAN 0) < C8, 
又 由 嵌 人 定理 ， H9) — LX《(Qs)， 因 此 
MZ * Vedx 一 Í, vds | 
< Ceo + lasso lllo" 

| < CH loll, auolelh o. 
由 引 理 11.2 和 11.3 得 

(dec hare Соот, 


EHSDE 114 
ld. Фа < Cool 


0, a6" 


利用 Stampachia посв анаи ARUDA 
le. 一 ШТ at < Có ljo? l 


РО oy” 
即 

leliea © Cloi, og as" (3.11.13) 
从 C3.11.9)C3.11.10)C3.11.13) 以 及 C3.11.12) 就 得 到 了 (3.11.8)。 证 
339116 ”在 定理 10.1 WRIA, “Kosh, АЗ 
8*Cy.8, d 充分 小 ,就 有 


hellor < Ca + cÍ 


af 


(1+ = Пес. + a 


fort (1e рес.) ela 
E š 
"b ү йы ds, (3.11.14) 
Е cl t | 
其 中 рР>2, X = 1. 


证 明 ”我 们 定义 
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M 
glr) = M a;u*( x5) ,1), 
i=i 


By СХ 0, СХ OS, 2), 
: L = g CRR GOD — POX OD. Р), 
m | 
BCX) — EAXIO = +]. (31115) 
(3.10.36) 
{| < C (X: C2)? — CXF CODE? L 
< C[COXT CO)? 一 XI) | 
十 CR — ХС). 
жо EDER, BRA LAR СХ) 一 XE CODI, 我 们 将 在 附 
录 中 证 明 第 二 项 有 上 界 Co, D 
Ini < C IX: G) — X12| + Ce, (3.11.16) 
再 估计 L, Dl KP oin СХС? 所 属 的 单元 , 则 有 


PA =< с>) ПиеС < +t) 一 u? "ко 


= E iru) PC Dl up 
iz LCK) — POS FU 为 对 应 于 节点 的 插值 算 子 , 则 有 
te ~ Ф, Zum 
< 14 DFE hve + | Hon 
— eC шр, 


由 引 理 11.2， 第 一 项 有 上 办 
фе >t) x Igp" Є , DIN - XP < colet > DL. oxi 


< Cel oC laeo < Ca. 
对 于 第 二 项 ,可 以 用 逆 不 等 式 ( 参 看 Ciarlet[11) 得 
ефе) — ФС, ДД | 


< Сәу.) — фр. Mie. xo, 
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从 而 
uo 2 
I| < Ce + 2; s PUES C8) — en, uos (3.1117) 
=1 Ud 


E1C3.11.15)—(3.11.17)18 
СХ" (е), ғ) T СХ} (0), e) 
< Cà! + С|Х (0) — X? Cel 


c D PID — OM Ар, 
由 C3.10.11),(3.11.6) 得 ,几乎 处 处 有 
ES 4X1G2) _ AXi C) al < Gat + С Ix co — xil 


十 C > 8 "Щн. r) — 9C ЮЙ „д. G. 11. at 


在 关于 i 求 和 前 , 我 们 还 机 估计 在 一 个 单元 内 《多 0) 可 能 会 
有 多 少 个 。 我 们 首先 估计 card{j€E J; XIQEK}, & BO— 
(yGO;Vy € Bj], Kb yG2 为 如 下 方程 的 解 : 
r1 = °бу), yl = y € Bj 

1.10.36) 
meas B, < C meas Bj (D, diam В (г) < Ch, 
因为 XO 与 XiCO 之 辐 的 距离 小 于 eC losa» 所 以 如 果 
XQ) eK, WJ BEC) 就 在 以 8 + еса 十 Ch 为 半径 ,中 心 
在 玉 内 的 圆 内 ,又 因为 8; 0) 互相 不 重叠， 所 以 N 

cadi € Ai XE CO € K} < c 2 +. Да САЎ, 


其 次 ,我们 估计 crd(jeJ, GOP EK, XIE}. 当 
(XP EK， 象 上 的 估计 中 所 做 的 那样 ,我 们 得 
[CXF GOD? — (X: GOD? < C | X — ХӘ + C8, 
ER ee KNOG, WA | 
(X100) — | < 6 СХ) — X16091 + Cë, 


SUL 


<... v... аот TT -—.— m ——— 


AB dK), x— z 就 是 一 一 对 应 , WE yi € QÓ, x (^, 
则 
ХС) yo] < C8 + C| (0) – HI + CH, 
完全 同样 ， 我 们 得 | 
card(j € J; (X° Оду? € K, Хе GED} 
+ llela FAY 
k Е 


由 《3.11.18) 得 ` 
ера C? e C [COM uad 


a x, 
C vr | (2 1 ) 
"is ud i + i ће. + 1 


IMT ФиС ғ) — N+ Menards, (3.11.19) 
再 利用 引 理 11.2 和 引 理 11.5, 我 们 得 
一 | 
SSCs) — pe siapo 
+ П, 0) — CP SP. 


< ca + с (1+ llak... tle Clu 


- | ыт} + COW pot. 
(3.11.20) 
H51 11.1, ig D" 有 界 。 把 (3.11.207 代 入 (3.11.19) ,就 
£5 (3.11.14), ER, 
定理 11.1 设 定理 10.1 的 假设 成 立 , 其 中 大 关 3， 由 充分 小 ， 
ME B Cs， 并 且 有 常数 07-0 和 С„>0, 使 
Cis? < hk < Co5， 
则 对 任意 的 pe[t,oo), 
eC ropa + Was: DEC Diana? < ca, G. 11. L21) 
证 明 ”只 要 对 大 的 ?证 明 就 够 了 ， 如 果 leh, pa SS c8 , Dl} 
《3.11.14) 中 的 因子 
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h [еСғ) 1, 


1 
1+ 8 leCs) lew,s + FI =< 1+ aye 
+ + <1+ Са? + С„< С, 


其 中 我 们 假设 了 ? 充分 大 , 使 1—25/p 20, 又 因为 ó Се, 
因子 (relqeotl) BER апд ео = 0, 
所 以 用 Gronwall 不 等 式 以 及 连续 延 拓 的 办 法 ,和 定理 10.1 一 样 ， 


就 可 以 证 明 leCOllu sa < са? 在 r€ L0, 71 上 都 成 立 ,最 后 ,利用 . 
引 理 11.5 就 得 到 了 (3.1121)。 证 毕 ， 


$12. 二 维 初 边 信 问 题 的 涡 团 法 一 一 全 离 数 化 


对 于 格式 (3.11.1) 一 《3,11.5), 在 求解 时 , 常 微分 方 程 组 
(3.11.2),《3.11.3) 也 需要 作 离 散 化 ,我 们 在 本 节 中 证 明 全 离散 化 的 
Wo. BT MARA, RREA Euler HAUT, 现在 的 格式 
是 : | | ; | 

| e^ (s,nArD — Y] ofinADt(s — XPOGAD), (3.12.1) 
i€ Jy ] 
ab'((n + DAE) — af'(nA») + Ath? FXP'UiAT) ,nAPD), 

- df'(0) = oj, (3.12.2) 

X£'((n + LAL) — XP mAs) + Arg! XP IA nA), 
XPO) = Хх, ` ( (3.12.3) 

$*'(nAs) € V^, WE EE 
Í |, Vb: Vvdz = Í ,o de, Ve € V°, (3.12.4) 

o P 


иё = VA, (3.12.5) 
其 中 At 为 时 间 步 长 ， 


g^'(x,5) = >) ait x? „т, 
下 面 ,我们 估计 误差 € 一 н 5 ox,— XP, 
* 166 > 


lettre = (S XMAN — Xni, 
| es, / 


le*llaa = шахі Xf'(nAc) — Xi( nA], 
其 中 | 
J, = {}; X; € ON Queue ras, 

Ce 由 引 理 10.1 确定 . 

引 理 121 存在 常数 C, 使 

X((n + 1)Ar) — X(nAr) 一 AE (AD < сда, 
О (3426). 

VER. AX u 是 充分 光滑 的 ,由 Taylor AR, (3.12.60 8 48 
maz. TE, | | 

3 引 理 12.2 在 定理 10.1 BRE ARIES У p 22, 


| (e Exec nan СОА ндо), 
ief, : 
< C(e* + 8' + Jes], a). (3.12.7) 
证 明 我 们 有 | | : 


СС Сод), ядр) — ul CXKA) P nA] 
‚ S ССКА)? AD) — wOUXOXAD P nds) | 
+ {uCCKRRAD NP nds) — wOOGUAD )? лде) | 
+ [e (X RA nA) — «(СХ Кад), Аг) | 
+ jul CXA AT) — uX nA) nA), 
由 (3.10.36) 和 附 冰 中 的 结论 ,我 们 有 | 
In XP (nA)? nde (СХ (пд), АР) | 
< C CXP ADP — (OGOBS)$?| 
«СКХ aA — OGPGn) | 
+ AFGANO — (Xi(5A1))?| 
+ CXA — (Х,(»АгУУ? |) 
=< CE + Cl XP (nds) — Х(вА)], 
[n COGO A1) ws) — CXA nds) | 
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£ C,|OXI(OADOPOXI(RA))? | < cat 
üx 
lul CXC Ar) nA) — uC CX ANS nA) | 
< C (Xna) — (XAP) < Ce. 
于 是 


( Da I XP GAD)P, nai) — «Ot GPs sant) 
KEA | | 


< Cs + G eC Gan, nai) 


= M OG Ar)? nar) |^5"* + Cle" toes. 
下 面 ， 我 们 利用 估计 式 (3.10.30)， 虽 然 那 里 j€J,, SEKA, 
但 是 不 难看 出 ， 它 仍然 适用 于 现在 的 情形 ， ERSTE 得 到 了 
(3.127) 式 、 证 毕 ， 

我 们 将 妇 纳 地 证 明 ,存在 一 个 常数 C1;， 使 对 所 有 的 整数 成 
X | 

[е |». < C (t-t + AD, © (3.12.8) 

AX lelepa 一 0， 所 以 总 存在 一 个 n 之 0， 使 (3. 12. iini < 
len RV. 

从 现在 起 , 我 们 设 定理 11.1 的 所 有 条 件 都 成 立 。 япан 
虑 ?充分 大 的 情形 ,所 以 我 们 总 可 以 认为 Р/2 > а. ШУК, П 
mum 


Ar C m, s Ou — (3.12.9) 
£5(3.10.33)5z 4 TRIER ,我 们 有 j | 
Welles < Сге peu. 2 (31210) 


HiC3.12.8) DL. 8 < С, 得 
lelos < ССе + 8 + Acer], 
注意 到 А223, Pe 充分 小 时 ,我 们 有 | 
е4, „а SE + 8 + AM, (3.12.11) 
21238 12.3 ”如果 定理 11.1 的 假设 及 《3.12.9) 都 成 立 , HE 
C3.12.8) 对 于 ? = n Rw, RRs 充分 小 ; 则 - 
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lo^ " nåt) 一 $6: LOIN 
= Cy + AD C, a + i йе) 


Ve 


x (FE XP (nat) — хади)" 
TEN 


m 


tai 


其 中 p >2, stom, 并 且 常 数 Cu 与 Cu 无 关 。 


G x хед) — XUAN) lr) де }, 


证 明 与 引 理 11.5 类 似 , 我 们 有 
ф* — ф®' — p, + i ps 
其 中 


e; — ATÒ D) авд), :一 好 CoAD) 


iej 
=i — XPa) 
p, = a(S Cot (nt) — anA — XE GAD)), 


ps — (A^ — Ag) S ояд), (+ — XPOAD), 
iJ. 


5931881044, 引 理 11.5 不 同 之 处 在 于 af Ar) 一 afr) 的 信 
计 , 由 方程 (3.10.10),《3.12.2) 得 


at (nt) — at (nAr) = М ("roo G),5ds 


— > BFCXPAD,IADA: = 1, + L;, 
i=} 
其 中 


is (| “ох соу, = > PCX (дг) AAs), 
L = # 5 (Р(Х GAE), ЈАР) — FCOXPCIAD IANA, 
1=1 
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1, 的 估计 与 引 理 52 (3.52) IE — RE B8, AMF, h P 
(3.10.10) (3.10.36) 4] 2-1 (5) 关于 8 及 了 一致 有 界 ， 由 积 
分 的 矩形 公式 估计 即 可 得 
І. < CATAL, 
于 是 
lof (одг) — af (пд) < CH 
(2: [XY (лгу —XPAO At + Ar). 


证 明 的 其 余部 分 与 引 理 11.5 没有 区 别 , 证 毕 . 
引 理 12.4 ЖЕЖ. 1 的 假设 及 (3 12.9) Maw, HAs 
充分 小 ， 则 


(e Seto Gans san = MCHC, ZO 
<c (itt jekla.) O nC unn 


一 p+ ,nAD]|l uot. =. (3.12.12) 
证 明 ”类 似 于 引 理 11.6 的 证 明 ,我 们 有 C 
lI oC е) ФС. eg? <s «CE, (31213) 
Пф - 0) —– Ф206 ., £l, co I 


| < canos un) ФАС), 
TREO 
lg (XE C nA) nA r) — eg (XP СВД), вдр) | 
| < Dial: P 
= Stel: Ip ФА, 


<crn-+ crt [а * EC , nA) 
іт] 
nm ou . | nA], , pibe . 


0170+ 


S lS 一 一 一 一 一 


对 于 任意 的 KET., 我们 有 
s t 
cardíj € J, XP'(nA:) € K) «C. C+ ees E , 


因此 
(5 PAPAN, sàn — OKC) aant)" 


j€ Л, 
«ce 4 chit + е) С man 
~ pC- ,nADll., o. 


再 以 (3.12.13) 代 人 即 得 (3.12.12》。 证 毕 。 
引 理 12.5 ”在 引 理 12.3 的 假设 条 件 下 ,我 们 有 


le***lho < lelos + CuAs(1 ko йе“ ы) 


| p 
. (1 ++ je) 


(оао деа Пера + Заз), | 
| (3.12.14) 
其 中 常数 ck 与 св ЖЖ. 
证 明 H2; 98 (3.12.3) & 5| 8E 12.1 得 


let aga — (# D IXP + DAD — Xr DAD I)" 
i€J. 


« leloa + CAP + С XD dg" OC CnA n) nA) 


jJ, 


— u( Xi( 55) ,nA1)| r)” | 


<< |е" + САР + AK + 15, (3.12.15) 
其 中 - 


1, — (и Dy P OU GA) nr) 
Чел, 
— ФОРС) sant)", 


01735 


则 


1, = 
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1, (RD Le OC GU) nds) 
iej, 


— «Ou ihr) nanle у”. 


(HEIE PAP, nar) 


jE J, Pai 


= CX CAG AAD 


ГА 


б > | >: a GP (CXF (nr)? nA) 


TNR 
Ve 


— OuGAP)XP sani) 
+ (+ > | > a (COGI DP nAi) 
«ОХА аА) |") 

+ (s > | X a (CX (nA na) 


— sC X CaA sA)? y 


< ial (P 32 X GADDP nA) 
іч] ЕЈ. | 


Us 
— «OG AAD, вдо) и) 
FEIPE: E IC OG GA 02) 
i-1 jes, i 
— «(СХ зА), nds) |?) 


* G >; У) aC COXO AD)? 2Az) 
ier 


ЕЈ. Tel 


"T 
— «CX cias) nant). 


其 中 第 一 项 用 引 理 122 估计 ， 第 二 项 用 附录 中 的 结果 估计 ， 第 三 
项 用 Taylor AR EH IESS) jeJ, BAB 

ns Cet Y a+ At + [еж в.а ). 
天 可 以 用 引 理 12.4 估计 ,由 (3.12.15) 得 


len losa < He* lle.pss + САР + cai + + йы), 
(a? + [oC * ,nAD — ФАС + nA) ,gp.05) 
+ САКЕ + 8* + A: + le lla). (3.12.16) 


我 们 应 用 定理 10.1 中 的 估计 《3.10.37). “注意 到 现在 7 的 集 
AA J, ПК Л, 因此 《3.10.37) 中 的 估计 也 相应 地 应 该 是 


(e > |X G) — Xj ODE < [6C + 8 + Ar), 
但 是 现在 我 们 有 条 件 8 =< um (3.12.9), 所 以 上 式 右 册 仍 有 上 


界 Cst。 于 是 由 引 理 12.3 得 
[ФУ ,8AÀ1) — ф* Ce ,nADI uio? 


«Car + C 4 + аһ)" 


I (et - + АГУУ + Уз ХУ) 


把 它 代 到 (3.12.16) 内 就 得 到 了 (3.12. 14), шв. 
定理 12.1 如果 定理 11.1 的 假设 条 件 及 (3. 12. 9) 都 成 立 ， 则 


有 
е" llop at Є » A) — s^( ， ЖУ 
< С(в* + # + AD, Mi (3.12.17) 
其 中 sA: =< T, I 


证 明 ”只 要 对 充分 大 的 和 充分 小 的 “证明 就 够 了 . 我 们 已 
经 假设 (3.12.8) 对 于 “0 < 1 性 都 是 成 立 的 。 由 (3.12.103 以 及 各 
参数 6E,8 和 At 之 间 的 关系 ,只 要 E Seo RA 


E: dd =» С 00 + 2! + Are 197 Cy, 
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其 中 依赖 于 Cu 但 Cw 与 Cy 无 关 . 同 理 , 可 以 估计 Tells ua fn, 
于 是 (3.12.14) 可 以 写成 | | 


ll т, = Пе” |». + CoA et + et At + le" iira 


+ 23 lek, A), € =< Sos 
i71 


其 中 Ca 与 Cu 无关。 关于 2 求 和 得 

[е.а < C, T (ek + a + Ap) 

Е D? {е йыл. 

£ C= Cu Tett mm, 然后 根据 Cu 确定 Er. ARAH, 对 于 所 
Hin, эм Т, RE s<e, RA ` 

let louis < Cue Irt DH)" et + Ó* AnA, 
于 是 得 到 了 е", 的 估计 。 而 ow — и" 的 估计 可 以 从 引 38 
12.3 BB). TER, | 

附注 ”因为 我 们 用 了 二 阶 有 限 元 格式 和 Euler 差分 格式 ,所 


以 (3.12.17? 中 的 误差 阶 分 因为 屯 与 At， 如 果 采 用 更 高 阶 的 格式 ，- 


相应 的 阶 数 也 会 提高 ， 最 优 估计 仍然 是 可 以 达到 的 。 


н ж 
设 区 域 8 与 O 如 第 11 节 ,我 们 证 明 , 当 4 充分 小 时 
meas( ONO) < C», (A) 
以 及 | 
jx? — «оре CP, Ve € Qd, — (A.2) 


RBI, 89: J: 00 RJ—wW Wik НЕСИ УА 
(11) 


апр inf |z—3] <C 
x«0g 76 


由 此 即 得 (A.1)。 
下 面 证 明 (A.D, E x€ D, HD (А2) 是 显然 的 。 ROB 
xD, 由 图 3 可 以 看 出 
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[а.к ХЕХ йк | < C8, : 
BY? 是 直线 Уг 5 00 的 交点 , 4 是 过 Y# 的 89 的 切线 ， 
L ЖУ Ү, 85 90° 0958, L 是 过 了 的 1 的 平行 线 (图 8)， 则 中 
与 上 之 间 的 夹 角 有 上 和 界 CS. Ма AL OBR LAYER, В 
3 xÁ 与 五 的 交点 , 则 了 在 三 角形 Y#4B 内 。 角 yxB 与 二 和 
的 夹 第 相等 ， 现 在 z€ 2.， 因 此 


f ау < Са, 
та "m ! 
[YY] < |Y?B| < Cd- CP < Сә, 
所 以 i m 
[YoY] < У.У + [YIY | < Có? + Сг? < cm, 
由 定义 | | 


due — | = G + DIY YI «ce, 
这 样 , 当 Y, 不 是 节点 时 (A.2) 已 经 得 到 了 证 明 。 如 果 Y, 恰 是 一 
Tl A PIE а, K, 我 位 可 以 考虑 包含 4, 的 两 个 三 和 角形， 证 
明 是 类 似 的 。 
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第 四 章 粘性 分 高 的 收敛 性 


在 本 章 中 .， 我 们 在 广泛 的 夸 义 下 研究 Chorin-Marsden 公式 

(oa GR) = (HOD + 8 + ЕСА), (4.0.1) 

其 中 天 是 时 间 步 长 ，mm ИН, EG) Ж Euler MMT, v— 

E(O»v, 表示 以 v, 为 初 值 ,并 满足 边界 条 件 | 
v * п|„єөа == 0 

的 Euler 方程 的 解 , 8 是 “ 涡 旋 生成 算 子 ”, 它 有 种 种 不 同 的 给 法 ， 

HQ) 是 Stokes 解 算 子 , 它 的 作用 是 体现 粘性 效应 , 解 一 个 不 定常 

的 Stokes 方程 ,或 者 在 原 区 域 上 求解 , 或 者 在 全 空间 求解 ， 在 全 

空间 求解 时 ， 它 又 可 以 用 一 个 热传导 方程 代替 。 这 些 我 们 在 第 一 

HH 3 节 中 已 经 说 明 过 了 。 

即使 没有 边界 条 件 ， 在 全 空间 讨论 初 值 问 题 ， 公 式 (4.0.1) 的 

收敛 性 也 并 不 是 显然 的 。 这 时 算 子 @ 可 以 除 掉 ， 公 式 (4.0.1) 变 成 

ik) = CHODEG) Y, (4.0.2) 

我 们 首先 介绍 Beale 和 Majda 关于 初 值 问题 的 工作 ， 然后 

介绍 我 们 关于 初 边 值 问题 的 工作 ,对 于 初 边 信 问 题 ,我 们 首先 研究 

一 个 简化 公式 ， 它 的 表现 形式 与 (4.0.2) 相 同 ,其 次 ,我 们 研究 公式 

(40.1), 我 们 将 对 各 种 不 同 的 8 及 HG) 分 别 进行 研究 。 我 们 还 
将 介绍 关于 二 人 维 六 平面 问题 的 一 个 结果 . 

以 下 ,空间 的 维 数 可 以 是 二 或 三 。 为 确定 起 见 ,我 们 一 般 指 定 
一 个 空间 维 数 ,而 对 另 一 个 作 一 些 说 明 ， 


$1. 初 值 问题 的 估计 


在 空间 R 中 讨论 ,除了 (4.0.2) 以 外 ， 还 考虑 一 个 二 阶 格式 


vxp76* 


— M MÀ Í. . —À — —— 


„ою = (н (2) gon (4) <, (лл) 


EC) 的 定义 为 : 若 v= ED R| ç WE 


S eG e L yp = tv v = 0,000) = э. 


| (4.1.2) 
HQ) 的 定义 为 : 车 o = HCDwo， 则 ww 满足 
де ++ Vp = vAw, Y: w = 0, w(0) = wa ыз) 


在 (1.3.13),《1.3.14) 中 我 们 已 经 说 明 ,《4.1.3) 可 以 用 一 个 更 简单 的 
问题 
Ow yaw, w(0) ~ wo (4.1.4) 
Ot E | | s 
ке. | 
下 面 给 出 u, 的 估计 ,我 们 估计 (4.1.1》 而 (4.0.2) 的 估计 是 类 
(ДАЎ. | 
定理 1.1 iZ JK < T, ER m Sd, Wes So, HBR 
要 7 
v Л nallon <M, lui, = Ma 
则 (4.1.1) 的 解 wu 满足 
lv A aCe Mou "M; Me CHO, < Mz 
其 中 м, 只 依赖 于 m, Mi, M, T. 
TERR tn 1.1) 207 G = 9,1, U» 


a = „Ан, TIC? G + Dt) 


u iR) = u GK — 0), 
On, л, 1 » А Sod 
a + (à, - у) + Ç VR = 0, z€ [ik,G + DA) 


V° š = 0, 5 


0477 a 


SUA) a, (G: + 1) k= 0), 


y. T vAu,, ТЄ [ë + m k, G + ож], 
«(2+ 1)4) - a + Dk — 0), 
其 中 oC—0)-— wp。 由 第 二 章 定 理 1, MEERA A> 0, 解 的 
存在 性 为 已 知 。 令 ok 一 —VAm, = УЛ, om УЛ 
w， 则 由 (1.1.3)，&x 满足 
` 6d, | 
d: -L- й s Voz w 0, 
按 (1.2.3)(1.2.4) 引 进 特 征 线 ERETON Rp 
4$ Ет), Ele x, (4.1.6) 
d % 


WEARER, ó, 满足 


(4.15) 


374 (417) 
归纳 地 可 以 证 明 | | 
е doses 1, |l]... < lolo. (4. 1.8) 
事实 上 ,由 《4.1.7) 可 知 算 子 EC#) 不 改变 & 的 最 大 值 , 又 о, 满足 
0o, 


“5; ^ Ао} 
由 热传导 方程 的 极 值 原理 ， 算 子 HG) 也 不 增加 o, 的 最 大 值 ， 
归纳 地 还 可 以 证 明 s 
AE 16; los =< leostar. (4.1.9) 


事实 上 ,由 (4.1.7) 及 第 二 章 引 理 5.1, x — E 是 保 测度 的 ,可 知 算 子 
EG) 不 改变 o, 的 L! 范 数 ， 又 由 热传导 方程 解 的 Poisson 公式 


„leë. 
бее | > 
- RB 4nvr 


НЫ 


其 中 = 一 上 ik, ROB 
i -lezé 


I fo (x,t) dx < S f. —-. tU Ho GEHE 14845 


1 4лут 


- Ж РГ 
可 知 算 子 HG) 不 增加 o, 的 L Ж. 


我 们 又 可 以 得 到 
[wel EC, [aG — aG) С yi + flog fs — ll), 
А Ух, y € RE, | (4.1.10) 
事实 十 ,以 фа 记 流 函数 ,网 由 (1.1.52， (1.1.6) | 
— Афу = wy, Ht = V Á Фу, (4.1.11) 


3 (4.1.8 (4.1.9 $12.2, 11 (2.2.14 8] 83. ( 4. 0.10), 
FASE RAVI AKA SERB, wE CIR, W 
[о, (0) 一 ev] < Cile — yl^, 
归纳 地 可 以 证 明 ,存在 常数 6 > 0, 使 
Го Са) — о (001 < Cle yl, Vx,y ERY, (41.12) 
事实 上 由 (2.5.5) 和 《4.1.7)， EC) 不 改变 o, 的 Hilder 系数 
C4, 只 是 使 Holder 指数 增加 一 个 因子 e77*, 由 热传导 方程 的 极 
HRH, HO) 不 改变 w 的 Holder 指数 和 系数 。 于 是 只 要 取 


p= Сек" «OQ ore 


即 可 。 
由 (4.1.11) 与 (4.1.12) 及 Schauder айо. 2.8) 得 
АР Mt) < С, (4.1.13) 
我 们 关于 i 归纳 地 证 表 | | 
doi < C, шн» < C. (4.1.14) 


Mb jeg, lel 的 估计 与 《4.1.9)》 一 样 ， 此 处 不 拟 重 复 。 由 
(4.1.13) 可 得 lll, КИБ. 现在 设 G. 1. 14) AXT poids 
1,::,m 一 1 已 成 立 , 由 (C4.1.6) 得 
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eu Ê ө 
Orde o£ Әх’ 
FE ike 为 一 多 重 指标 
B pag 0 pte 十 下,1 |0) іт, 
Or [273 | 
Жр F X Е ЖР — 1 Е а, URET i 阶 的 微 
商 。 在 区 间 [z,z) 或 (r,s) 上 利用 Gronwall 不 等 式 得 
IDSE] SC | DIE) | + CREM, ;k << r, < (G + 13, 
| : (4.1.15) 
由 (4.1.6) 的 初 值 ， 当 |а| = 1, DIE) = I, 1 为 单位 矩阵 ， 当 
Jal > 1, DEH 一 0， 因此 我 们 归纳 地 可 得 1D < Ck et 或 
者 1ріЕ| < et. JR r= ik, CALIDA 
(x,t) = GE GR x 1, К), 


3 |а| = m | 
ata (ay У) УХ DE DEG io ( S81)" ( 282)" 


(Shera, 41 一 oj 1 Ox, 


f (5) ($8) Ts 
其 中 т Cæ); 多 重 指标 В = (8, БӘР Ү = Qn, Ti)» G 为 
d, 的 不 超过 症 一 1 阶 微 商 的 线性 组 合 , 昌 系 数 中 至 少 含有 点 关于 
х 的 不 低 于 二 阶 的 微 商 。 注 意 到 估计 式 《〈4.1.15)， 以 及 归纳 法 假 
设 ,就 有 


рта) е Dia GHI Che 33 у] Lon Gil. 
fel ifi 


我 们 再 注意 到 * — E 的 保 测度 性 ,得 
або < e 1o, GEL, + CREA, | 
与 (4.1.9) 的 证 明 类 似 ,可 以 证 明 算 子 He) 不 增加 o, 的 H" 范 
数 。 由 航 值 原理 可 知 它 也 不 增加 We. AF 作 归 纳 即 可 
得 f 一 mw 时 的 (4.1.14) 式 .证 毕 。 
对 于 三 维 问题 ,只 能 有 局 部 估计 ,我 们 有 以 下 定理 ， 
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定理 12 Eom m3, lol <M, WHER Co CAR 
BF mE (Сому 时 ,有 
Ween C7R | =< M.(1 = CM K) !. (4.1.16) 
证 明 由 (2.3.9) 


= {КОЙ < Coll, COI. 


PEE EE HO) 并 不 增加 u 的 Н" 范 数 , 和 第 二 
章 第 3 节 的 估计 类 似 可 得 (4.1.16)。 证 毕 。 

定理 1.2 的 证 明 也 适用 于 二 维 情形 ， 但 是 只 有 局 部 估计 。 GE 
38 1.1 的 证 明 则 只 适用 于 二 维 ， 

利用 定理 1.1 和 定理 12, 我 们 可 以 给 出 Navier-Stokes 方程 
初 值 问题 的 解 的 存在 定 埋 的 又 一 证 明 ， 现 以 二 维 为 例 ， 三 维 情形 
的 证 明 是 类 似 的 ， | | 

2813 ”在 定理 1.1 的 条 件 下 , He RK, MOAB 


S +G: V)u- 2 Vp = Уди, (4.1.17) 
у-н 0, (4.1.18) 
H | sen 一 Mas ` (41.19) 


, ER x [0,T] 上 有 解 , 且 有 估计 


lul. < М. (4.1.20) 
| O08, д& 
TA 我 们 已 经 有 定理 1.1 的 估计 ;由 方程 可 知 -pr 与 可 


BRARD. HG, 一 0,1,…， 作 线性 插值 , 记 作 Ds 
Da 在 REX [0,T] 上 有 界 且 关 于 :满足 Lipschitz 条 件 。 取 


k= wN 一 1,2,:+-, ER-KF KM, WTAE RA  {1м,} 


—~ Bra. 
- 用 对 角 线 子 序列 的 方法 , 可 以 得 一 子 序 列 ， 仍 记 作 da È 


[n On, 


在 Rx [0,7] NERF Я, H 2 8-8; 
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的 有 界 性 及 大 -> 0 可 知 Zo 具有 同 术 的 收 伍 性 ， 设 极限 为 u, 
由 定理 L1 及 Banach-Saks 定理 , 伍 计 式 K4.1.20) 成 立 。 
下 面 证 明 *“ 是 (44.17) 一 (4.4.19) 的 解 ， 取 191 一 2， 则 由 


OD wy р 
SEM AD: 
д; V. Hy, 


аа + D: Pig V= 0, 
其 中 卫 是 Helmholtz 投影 算 子 ,可 知 D? ч 5 DU 关于 # 满足 
Lipschitz 条 件 。 由 Р 
GO 一 > bL c PG + чуй + эдш T ty 
令 太 一 0 可 得 在 节点 上 ， 


a(t) = | (—P(u * Wut vAu)tr +u, (4.1.21) 


再 利用 (a+ Vu 及 Ан ENS 可 知 (4. 1.21) 对 所 有 的 都 成 
x. FRA 


6 + P( ` ve = pA, ` 


5 
vp Plu vu — (as V)», 


即 得 方程 (4.1.17)。 я TI 18) EC4.1. 19) 是 明显 的 TE, 


$ 2， 初 值 问 题 的 收敛 性 


AT, ПД АЖ (ыл) 政策 的 阶 ， 然 后 对 公式 
(4.0.2 的 收 伍 性 作 一 篇 短 的 说 明 ,为 此 , 先 定义 一 个 算 子 EC) = 
FCn), 0 Frechet 微分 是 D, FG, BS 
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XCR) = {v € (НКР; VAvE (В), Ve vw = 0}, 
则 有 : f 
510921 BF F;[D, T] X XR) —H'(R) 是 一 次 连续 
TPA. Ф eG) = EG), (0) = DPC ws WY ve 
w, € ХЭВ?) B, “是 如 下 问题 的 解 : 


$w + Ре + V)w + P(w 9) = 0, (4.2.1) 
Fr e= 0, i (4.2.2) 
w | „== Wwa (42.3) 


证 明 ”由 所 给 条 和 件 及 第 二 章 定理 5.1, e 存在 。 令 为 一 % 十 
00,0 m EQ, emo — e — ш, W) eG) ME 


ge + Plr. V)e4- P(e ° ve = —P(($ — e) ° vi — 9); 


e m = 0, 
我 们 先 证 明 (4.2.1) 一 (42.3) 的 解 是 一 阶 微分 。 用 第 二 章 定理 
3.1 的 证 明 中 推导 (2.3.9) 的 能 量 寞 估计 方法 可 得 
Hell, < cile — vB < Cë, — nli = Cle, 
BU lel; 25 BUR, ER C e e PCT. 
再 证 明正 是 一 次 连续 可 微 的 。 先 讨论 D. FG) 关于 no 
的 连续 性 。 由 方程 (4.2.1) 作 积分 ,得 
| le C = ю(,)\, < C ы hl А 
其 中 常数 C 依赖 于 lola 与 hells HER Ga, W 
w= D, F( 8,09), @ = Dg F (8,90), 
r = 0 — ш, | 
则 ? 满足 f 
ar a. Рә + Vr + PCr - V)v + P((9 — v) · Vo 
+ P(@ V? — 2) = 0, 
И" fl = 0, 
同样 用 能 量 模 佑 计 得 
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irh < chalha — vil; < C |o... — vol. 
因此 D, Fw) 关于 一 致 连续 ， 从 而 它 关 于 +, 二 元 连 
还 村 讨论 DFC v) 的 连续 性 ,由 Euler 方程 
D,F(1,9,) 一 —P(UECO0) ° WIECH, 
t 10,7] X XXR?) > HR) AERA. TER. 
定理 2.1 WRT, ÆR m So, WHE +> 0, 使 得 只 
要 ITA sallan < Mis 1.11, < M,,WJ|(4.1.138J8% My 满足 


lla GR) — «GOL, < C, (4.2.4) 
Жн и REÍRISECA.1.17)— (4.1.19) 8888, C, RRR m, Mu Mis 
T. M . qim 
证 明 对 于 给 定 的 ing = 0.1, Ф 
P £ I а 
| su) = Н (2) едн (z) ux GA), 
nl | 


д асе) = 2 AHEHia + HBEHur 
ә: 2 i 


+ = HC dE )AHur, 
其 中 н=н (+), Е = EG), ир utit), Bv 一 = PG . 
V)v, dE ~ D, F (+, H (+) wGk)), ЖН SARTE 


得 
95 _ (5A + Byá + О), 
д 


其 中 | | 
Ko = Һе) + hG, ` 
f) = (HB 一 BH)EHwi, hG) = 7 H(UE)A — АЕ уН, 


GCE 


4 r= (0) — w(t + ik), WI r W8 E 


A = vAr + Ви — Bu + f (4253. 
t 


TA f(0) = 0, FMRI 证明 f(0)— 0. Fd 25 24 z = 0 时 
HB 一 BH = 0， 所 以 令 v = EHs,, M 


f(0) = Š (нв — Bu)e(0), 
| ĝt 
展开 得 
22-нвг(0) = = Adi a 0] = — i AP(»(0) - v)e(0) 
== 一 = PAG yu, 


— Š ugs(0) — 2 P(Hw(0) + V)Hv(0) -, 
д д 


— ” POCO) + )A«() + ELO . v)e(0) 


= > P(Ga * V)Au + САнк Va) 
Ait I 
fiio) 一 > P{— AGQn * V)u, + Gu VAn + (Aug Vui). ` 


EM 令 w = Hw, 则 


£O Y 一 * = H((dE)A.— AE)w(0). 


因为 JECO, )— 1,1 为 单位 算 子 ,所 以 在 dE (1, H [|a ) 中 
关于 第 二 个 + 求 导 为 0。 由 (4.2.1) 得 
-CdE YAw(0) — —P((e(0) VAwl) 


^F (Aw(0) - V)w(0)), 
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- 2: AEw(0) = — ABw(0) ~ APGA ` Vui, 


因此 
БОО) 一 A P{—(uy> VAn — (Au, * V)u, 


d + Alu’ V)uil. 


于 是 f(0) 一 0. 只 要 :充分 大 ,由 了 的 表达 式 ， 总 有 
VF GL, < Cv. 


+E 
KO, < cx, 0 < < k. 
Hx 4.2.5) 
or = vår — Plus V)r — Pir - Wa + Ko. 
作 能 量 模 估 计 可 得 


: A [Ой < Cllr Cede + CUOI. 


由 Gronwall 不 等 式 得 
ПС Ser COD, + C». 
< z = k 18 
la (G + 1234) — (G + DIL < «Араб k) 
— (і), + Съ, 
关于 i 作 归 纳 即 得 (4.2.4) 式 。 证 毕 。 


定理 2.1 表明 《4.1.1) 是 一 个 二 阶 格式 ， 用 同样 的 方法 可 证 
《4.0.2) 是 一 个 一 阶 格式 ， 即 有 误差 的 上 界 Cok, ob, HPS. 
祖 形 ， 以 上 结果 在 一 个 足够 小 的 区 间 上 成 立 。 定理 2.1 的 一 个 引 
人 注目 之 处 在 于 : v 越 小 , 即 Reynold ZB, Sici Us X Н 


于 不 存在 边界 层 所 致 . 


$ 3. 一 个 简化 公式 一 线性 情形 


从 本 节 开 始 ,我 们 研究 初 边 值 问题 的 粘性 分 高, 我们 所 讨论 的 
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ja] es 


бк (изу) +}, Yp = ьАи +j, EQ, (431) 
B | 
V. = 0, (4.3.2) 
«;coo = 0, (4.3.3) 
s| ima = м, (4.3.4) 


其 中 m 满足 Vem 7-0. wla = 0, HAS 5 m 充分 光滑 . 
为 了 简明 起 见 , 设 8 是 有 界 的 单 连 通 区 域 ,其 边界 充分 光滑 。 对 于 
其 它 区 域 ， 我 们 留 在 后 面 讨论 。 先 从 一 个 最 简单 的 格式 开始 ， 它 
也 可 以 月 (4.0.2) 给 出 。 更 具体 地 , 它 可 以 表 为 

t€ [ik,G 19), — 0,107,755, 


Әй, А 
as (6; * У), + 2 VPE Sh (4.3.5) 
V, = 0, (4.3.6) 
# ° nl.coo = 0, | (4.3.7) 
g CR) = uu GR — 0), (4.3.8) 
ди, — | 
d; T ç VP = оди, (4.3.9) 
Vu 0, (4.3.10) 
wilecao 一 0, | (4.3.11) 
| sí GR) = С + 134 — 0), (4.3.12) 
EO (0—0) m。 暂时 ,我 们 并 不 知道 以 上 格式 是 否 有 解 。 解 
FEER STEATEN ZRA. 


. 为 了 研究 (4.3.5) 一 (4.3.12) Buc ác bk ,我们 先 考 查 一 个 线 竹 
间 题 。 将 (4.3.1) 痪 为 线性 不 定常 Stokes 方程 


OWE gp qa + fc ^57 (4313) 
Qi р 
用 同样 的 格式 求解 , 则 方程 (4.3.5) 变 为 
да 
us. vA (4.3.14) 
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—————————————MÓn— Pa name Eli 


(4.3.6)—(4.3.42) EF zB, Г, ECAL 3.13) (4.3.2)— (4.3.4) 
FORME u 充分 光滑 ,我 们 证 明 格 式 (4.3.14)，(4.3.6) 一 (4.3.12)》 的 收 
КРЕ. TENA SRIRAM. 

引 理 3.1 (4.3.145,(4.3.6)— (4.3.12 8] f RT DL 38 26 


ud ү” 


ualt) = emn + ЎТ eo I4 Ptr dr, (4.3.15) 
t=0 7! 


其 中 4 为 Stokes 算 子 ,[] 表 示 一 个 数 的 整数 部 分 ， 
证 明 以 Helmholtz 投影 算 子 P 作 用 于 (4.3.14) 得 
or Pt. 
而 (4.3.8》 . 
(+04 
Сав DR 0) = Gk 0) + f : 


чы 3.9) 一 《4.3.12) 并 利用 公式 (2.8.5) 得 
ule) = 671077943, (C + 1)k — 0). 


PK Оше}, 


于 是 
(1+1) 
y(t) = er^ Qua Gk — 9) + h Pi(r)dr. 


关于 i РЕАК ИВ) 4.3.15), Е, 

定理 3.1 格式 (4.3.14),(4.3.6) 一 (4.3.12) 的 解 满足 (i — 0, 
1,---) | 

lg, COM, < С, гє, + DA), (4.3.16): 


lol, < С, SIUE G + 13), (4.3.17) 
Ck, 0 erat, re D, T1, 
Мао) (Dll, <+ E i (4.3.18 
i Ck :-ә, т &"& =< +, z€ [0, T], 
Km ois < 12 0 «0c Wik c АТК г, 7,0 T. 
区 域 @ 以 及 已 知 函 数 A 与 i。 
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— w +. 


证 明 我 们 估计 (4.3.15) 的 右 端 ,由 第 二 章 定理 7.1 的 推论 2, 

得 到 范 数 的 等 价 性 ， 
le^, < CHA e mlh. 
从 关于 wo 的 假设 知 EDA) Х ww 是 充分 光滑 的 , 由 第 二 章 
定理 7.1 的 推 沦 1，w。€ DCA”*)， 因 此 由 第 二 章 定 理 6.5《b) 得 
Alte 4 y E e 0A Дш, 
青 利 用 第 二 章 定理 650), 得 
lle ull, =< C le "4 A"), < C || All, 
再 利用 范 数 等 价 性 ,得 
le "mH < С |, 


设 [+ 1)eo + DR), 出 


em eren )4 PK rarl . 
img І 


|> ik 
i é { n 
f +10) £ I 26—24 TO4P FC M] de, 


i-0 


现在 РКт)єХ, MB, &i—icpcl 由 第 二 章 定理 71 
推论 1, PKGO € DC”), ЩЩ ЕЖЕТ — 


UO Xd G+ Dk sê i 
cy a EATA PEO hda, 


zo vik 


由 第 二 章 定理 6.5(c), 上 式 又 有 上 界 
PEE 
C >> f. 


TEL 


d$ $ 2, P 对 于 任意 的 H° kaa Bin, 又 由 苑 数 的 等 
价 性 ,我 们 得 到 上 和 界 


сато ТАН 


reo 


=A E ERO ат. 
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«ctp (T wot 


tk 
i =Ë 
ао iol]. 
«c ШО: 


ext eni 


这 里 利用 了 ASP < 1, В БЕ. BS RI 


有 А 
КО < ССПа, + sup Ко, à 


P«r«GtD 


r€ [t + Dag + m | (4.3.19) 


于 是 (4.3.17) 得 证 。 由 (4.3.14),《4.3.8) 得 
y(t) = uy Gk — 0) 十 f. Pi(r)dr i6 Lik, G + DDD, 


(4.3.20) 
因此 | 
уб Il, < = Iac == э, + ck, Ped HONS 


《4.3.16) 也 得 证 。 A 
最 后 ,我 们 证 明 (4.3.18)。 利 用 公式 (2.8.5 4.3.13)C4.3.20) 得 
ule) — Ry) (е — entren yy + > hs e asss 
— eta) pA rdr 
em ores, 
其 中 了 为 单位 算 子 。 我 们 用 证 明 (4.3. 19) 的 办 法 对 于 右 式 三 项 分 


别 进行 估计 . 设 0 < <, mia 
Ifa еи), 


« сег + dera 一 DA ls 
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t 
Таны" 


<с(:- d )la Sa < Саны. 


EE een 
=o ; | 


i kj- Y т . 
«c >=> J. [43 @ 9704 — e IH Pir) дт 
ТТЫ 


WAIN 1 ctp ggg 1+7 ri ў 
с У рае ermal greide Pye) fade 
š=0 ` a 


00 БАТ rag 
-c Df 


imo 76 


= . ML PAG) |, 


ET I 
ba i= eat e "704 


dr 


« Ck me G — ry T lola x 
| < Ck sip CO. | 
第 三 项 的 估计 是 类 似 的 于 是 当 0<r < 1,388, 如 果 
Larcs, 由 内 插 不 等 式 (2.1.5) 得 
li, — wl, < z, — li * z, — w=", 


аен 以 及 已 经 得 到 的 r<t | 
的 估计 即 证 明了 > res FED E (4.3.18), 证 毕 ， Р 
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$4. 一 个 简化 公式 一 一 非 线 狂 情形 


为 证 上 明 非 线性 情形 的 收敛 性 ， 我 们 考虑 一 个 辅助 问题 :; 当 
s€ [Lik Ci + DR), u = 0,1,-++, E ts 
oa* 


+= aia = f — (и V)u, (4.4.1) 
Of : I | 
Vg" = 0, . (4.4.2) 
&* * tiscoo = 0, 20 (43) 
&* GR) 一 ba — 0) .. | (4.4.4) 
Dur aol Lyp = »Vu*, | (4.4.5) 
Or f | | 
V'ut-, | (4.4.6) 
#*|scag 一 0, I . (4.4.7) 
s Gk) = 2*(G + D — 0), : (4.4.8) 


“其 中 e*(—0)— x. 它 就 是 将 (4.3.5) 中 的 非 线性 项 用 精确 解 作 ， 


了 置换 。 因 为 在 估计 式 中 多 许 出 更 x 的 各 种 范 数 ， 所 以 (4.4.1) 一 
《4.4.8) 的 解 的 估计 可 以 用 上 一 节 中 关于 线性 问题 的 结果 .我 们 在 
APH wmf 都 充分 光滑 ， 于 是 由 定理 3.1 得 ` | 

||2*G21||, < Coy se Lik, C + DÀ, | (4.4.9) 


deo < Cup 1€ (t + l)uG dE ож), ало) 


| C, 0 r < i гє [0,7], . 
a*i — «COR, < U^ 


Chime, pA rm n s€ [0,T1. 
(4.4.11) 
因此 要 想 估计 (4.3.5) 一 C4.3.12) 解 的 误差 ,只 要 估计 at 一 Z, 就 
够 了 ， 为 确定 起 见 ,我 们 考 寺 三 维 区 域 OCR, 我 们 的 证 明 方法 
对 于 二 维 情形 也 是 适用 的 ， 先 证 明 几 个 引 理 , 作 为 准备 ， 
TUI 


引 理 41 3 5222, ve CHICO), 0 < r < 1, 则 


"EE eie 


[Со + vOv < Chall ob (4.4.12) 
证 明 首先 我 们 设 б<, k a ss uu, 
[о = ooh, < C| ||Kç Twill Welle. 《4.4.137 
由 Holder 不 等 式 得 | 


Мо у)» < с», | 
Ko volh < ССД, + ellerliol,s), 


其 中 P — =, HER 


Е 6 
2 , g mi 7 — 
Со е е), < СЦ „Мо а» 
Со * Vel < Сөй» + Hells, Ве, 
再 次 利用 内 插 不 等 式 得 


e veh ск twi" 
ic + Del < cle. ` TE EN 
тиис. 如 果 > 三 ， 则 已 经 证 明了 


15 zm š 1+2г . 
, i PP ШЕ e 

BUOBCHARBHEORSGNEUSIEQRAA2),UdERR.S O 
引 理 4.2 Жї с АННО, Bl 


Í u*e "ойх == | e^ ^n * рх. 
Јо a : 


Ум,06 X. 7 | (4.414) 
证 明 ER о v(0)€ DCA), Bi AE 
= + Ўр = Vis 
ye й == si; 
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u| reaa 一 0, 
#|, = (0, 
Ov 


—— + 9 == Ve, 
PP 4 , 


V'v-b, 
v[scno = 0, 
vl. = 060), 
它们 的 解 为 (O) 与 oO). ER T > 0， 则 由 方程 


К (а(0) + AT) ~ «T) * v(0))dx 
- Li Eom =) +o) aede 


- ice AKT — ) + vi — 2) 


* G) + (Ante) + Vae) + «T — duds 
利用 Green 公式 和 第 二 章 第 1 HHA COY HERS, 
可 知 上 式 等 于 零 ， TA. ZW 
ү „(0)“ e(T)dx 一 f «T)- v(0)dz, 
" | | 
j. s(0) + е 740(0уах = [et * v(0)dx, 
Deft T, HEBE D) deXHPIRISRIRICAA. 14). TER, 
51H 43 di geH(Q)heH(0)0 r<, Th - 
[ак], < Cllellalall.. (4.4.15) 
证 明 定义 线性 算 子 L:L'(0) — LO) 为 Lh = gh, WA 
RATES 
| А ЕАН, < Ва, „А < СПА š 
又 如 果 he HQ), W 
251, < 01,1210 + ПАА < СА, 
即 工 是 一 个 从 ACO) 到 WO) 的 有 界 算 子 。 利用 内 播 定理 
"P 


————————————— meer — 


(2..6)81048(4.4.15), WERE. 
引 理 44 Bocre I 


B = eP > 2 262 (rm 


w 
BI, < CA” ollel Wee (COY, we CHICO), 
т 2S E 

| lB < Са foliola Ve e (ндуу, w € COJ), 
其 中 e = (01,003). 

证 明 令 ww = g, R 


` e s : 
Ua 


їз}, < cj adeo у) дд. 


1=1 Ox, Ho 
a u -4 ag 
а ape Р > T0 $ 
因为 р(4) EX ARE, 所 以 我 们 不 妨 设 上 述 确 界 在 ма) 内 
Hx. 因为 4i BERAR АЧАА 62, ¿Cu ЗСО, 所 


|B, << € sup (cato PD 24) 


те, ti б 
a 

=c sup (eis, >; 2g) 

е, TIED 


"EN 
5 а - 
= C su (2 PE ) 
Pi 2) Вр Аии) 
PLI 


5 
| ô -tA at | 
БИ КТ 27 Әд 49 plat 


= 195 * 


3 
«C sup У) le мА, Да, 
I 


tec 1 


3 
= с o 22 14% 2 lh lll, 
1=1 


vé 
ie 


< С sup > jat wao A 
LE 


因此 | 
ів, < c: š "lek. С (44.16) 


由 引 理 4.3 即 得 所 要 证 明 的 ， nip. | 
FRAT BAK (4.3.5) — (4.312) 的 解 进行 估计 ， 


引 理 4.5 2e < > kel, REP ig +k, 
~ = M A i А | 
lis COM, < Mi, RE E is E) G + Dk) = 


f£, _(; x 1 bna | 
к < с, 16 ( T^ 1)*) ‚ (4447) 
其 中 常数 C, 只 依赖 于 常数 Mi,v, Sy RO 和 函数 f. 
ФЕЙ 由 (4.3.5) 一 (4.3.12) 得 7 7 
00 = ba ас) - + a P — (4, * DA. 5 
Bi C, cae ый R, шж 4. 4.1, Ж —2«« 
一 ， 则 有 


O ша ans 
а, • va l|, < Cl d. "EET! < c. (4418) 
类 似 于 (4.3.19) 我 们 可 以 估计 得 
А 1 š 
MnCl Ci ге | + DG + 1%). (44.19) 
Ow, NL 
Sw- f M 


« k96» 


Ow 1 
Bp + 一 ул = эдш, 


Ve ool: 


w |. ao 一 0, 


于 是 | 
АР = E r G+$, wi Ci 1l 
w(t) = e720 G+ bs (c + і ›а). 


(М, < c| a ete At " (c + 35 2! 


uu 29^ (ce 9L, 


(4.4.20) 
由 方程 (4.3.9) 得 
w = — vn, 
bills < € Amil m Clelhs + (4.4.21) 
{е ||, < Cus < Cheis (44.22) 


&3f(4.4.19) — (4.4.22) DRE C4. 4.17), WEE. 
引 理 46 设 2<‹<5, HG HCM > 0, 使 
AC < Ms, 又 存在 常数 C:， 使 当 ze Lik, G + DAT 


ll, COT, < en Gk — 0f + 1), (4.4.23) 
d | 
Me COT, = M; 
其 中 常数 M, 只 依赖 于 常数 Mt T, », йо 和 函数 /与 


证 明 dE (4.3.19) 中 取 rik —0, EIRIG- G: v) 
21), MARIER EERE 
le Gk 一 Ol, < СС], + E li — Gà * Ун). 


• 197 。 


ue 1З жэн P WENN ea rp 


以 44.4.18) 代 人 得 
lla. Gk —0) ls С, sup Cif ile + сда, ТА Pi)». 


er ik 


代入 (4.4.23), 然 后 关于 i 取 上 确 界 即 得 
liz, C, < €; + С.С, + „30р, ML 


“= Мр it. 
` gotta 


| жс 5 que). (4.4.24) 
注意 到 УО” < 1, 当 Wiig +e 时 ,有 端的 阶 小 于 1,2808 


为 1 У, 因此 Па, 162211, 有 一 个 依赖 于 C, C sifle ом, 的 上 
NX. 证 毕 。 C 


引 理 4.7 设 era, (ж. < May il 


(0980) 一 HCI < c, (4.4.25) 
其 中 常数 с, F 只 依赖 于 常数 VT M; 区 域 Q, 以 及 C4.3. 25 
i 3.4) 的 解 w。 
”证明 以 C, PRA LRM. Q 6, 一 curis, 
à* сог", c == curie, ДНН (.3.5)(4.4.1) 99 E 
0(ф* — &;) 
gee flea citus Y= G Vr 
+ (6, * v =n. 0, 
| к (4.4.26) 
由 引 理 4.3 | b. s z "ER 
Ка, VG illo < cala < сї, eta 
I 又 由 嵌入 定理 和 Hilder 不 等 式 
` l+ val < 110041210 < сї. (4.4.28) 
因此 方程 (4.4. 26) 的 所 有 非 线性 项 都 在 L: 中 有 界 ,所 以 
` | 8(G* — Ba) | 
| бг | 


з» 
积分 得 ” 
° 198 + 


Merit winana ma: в гъарип Н AP AS WA —— P - 


[Ка* 一 MIO < (ф* es GO + Ck, 
r€ [jk ,G + 1242. (4.4.29) 
由 (4.3.15) 得 | i 
IM euina 
»*() 一 наг) = > f, ds ` Vir 
eee v)odr. 
经 过 适当 的 重新 组 合 ,我 们 有 
Cig т) — Ca V)u = (u * у) (дь — &*) + (u * VO (@* — u) 
о (G — 89) Vy — ((@* — 9) * VOR. | 

由 估计 式 (4.4.11) 和 引 理 4.4 得 


[24% 


la) — mh < c, >: [te of" aar — aot 
| Tr, | | (4.4.30) 
其 中 0<* < 1. 在 第 二 章 策 一 节 中 我 们 已 说 明 在 Xn CHO) 


H leuri. |), Silt 等 价 ， 因 此 (4.4.29) 蕴 涵 了 
ПС 一 асо |, < cce = šG +k | 
rE DiR G HDA). (аз) 
在 (4. 4. 30) 中 到 t= jk — 0, 注意 到 初 给 条 件 (4.3. ds 4.4), R 
人 (4.4.31) 得 


|G" — BO < c S (n Gk — iD (UG — HYCO 
+ Addr + Ck | 
«os jj. Gc "Yt а) ье + СА 
с |} Ge = IGE ааг + Cu. 
4 Ke) = sup MEG) — COS 则 


5199 ° 


o < C, |, Gr Dt ' é(r)dr + Ck, 
与 之 对 应 的 Volterra 职 分 方程 是 
| x0- Os | G — of sco + Ca. 
ABBY, ФО) < YO. ALLA Laplace 变换 解 上 述 积分 方程 ， 
ULS LO 记 正 变换 与 反 变换 ,并 且 令 $— Ly, WA 


r 


TO 
у= C, pa 


) 
JOE 
因此 


¿O — CT с) pn 


I) = 


wo = C&L (—_—__+_____), 
ca = rc * 
于 是 YO < CA (44.250 AVE. IER. | 
ЖЕТ EXER DURS ROTUA FOER EM: 
定理 4.1 BIS < iuf 充分 光滑 , 则 存在 k > 0, të 


34 0<&< hy 时 ,(4.3.5)--(4.3.12) 的 解 清 足 | 
la), < Myre E0,T1, (26432) 


M'k, 0<,<1, «€ po, T], 
aO» e Ll | 


M'k *-6, T< <, tE [0,7], 


(4.4.33) 
其 中 0<0 < i, 常数 ko M, M ARERR 1,8 v, T, 区 
域 9, 函数 bm RU ue m 
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HA EN 16: < 了 ,由 第 二 章 定理 4.2 ,存在 常数 C, > 
0, 它 只 依赖 于 9, 使 得 只 要 


P eR RE Re Mus ELSE 
US "cba GE — Olt ss WO ED 
«rem 


(4.4.23) 就 成 立 。 其 中 常数 C, 只 依赖 于 区 域 82， 常数 + 和 
sup |001. 我 们 取 Mo 一 2 тах lelh 确定 常数 C,, 然 


fh STKE 


后 由 引 理 4.6 确定 常数 М,, AIE 4.5 确定 常数 C1y 再 取 kE 
(0,1], WE 


r£. 
i 


c (c Cb + UP. ПО + 1 ) 
ш TED 
^O e(e( B) +, sup КОБ + ko <1, 
RE k 充分 小 , 它 总 是 可 以 成 立 的 ， 利 用 (4.4.24) 式 我 们 取 
M, == max(Mi, C, + C2C СВ, + up [о 


21428 1428 7 : | š 
+ CM it Мь-2)}, - (4.4.35) 


由 引 理 4.7 确定 常数 Cyes 如 有 必要 ,缩小 Ros ш. 
JEN i 7. (4.4.36) 


isl < c, (+ 


Coko = + Cska < a (4.4.37) 


根据 以 上 取 定 的 常数 ,我 们 用 归纳 法 证 明 ,只 要 0< < hey Bt 
有 
14021, < Mo 
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КӨ, k < Mi 
latc) == О), < C. 


同时 考虑 两 种 情形 : G) j 0, Gi) ; > 0, PEB DL ЕЖ ug 
Ox: yk 时 已 成 立 ， 如 果 了 > 0, 则 由 引 理 4. 5, 


lle GR — Ol < у” 


由 (4.4.36)， 当 了 一 0 时 ， 它 也 是 成 立 的 。 由 (4.4.34)， 在 Uk, 
G + 1) 上 (4.4.23) 式 成 立 ， 于 是 (4.4.24) 成 立 。 由 《4.4.35), 在 
(0,G + О) Е, 1001, < Ma HEIM 4.7, 在 此 区 间 上 4.4.25》 
式 成 立 。 再 利用 (4.411) 与 (4.4.37) 得 18,0. < Moe- WE, 
利用 引 理 1.6， 证 明了 .CD < М, 在 此 区 启 上 也 成 立 ， 完 成 
THA. 

我 们 已 经 证 明了 (4.4.32)。 利用 定理 3.1 就 证 明了 (4.4.33) 的 


К < 情形 ， 再 利用 内 插 不 等 式 即 证 明了 r & 一 1 情形 。 证 毕 。 


附注 对 于 二 维 问题 ， 上 汶 结 果 都 成 立 。 1m, 
步 长 所 可 不 作 有 限制 。 这 是 因为 二 维 Euler 方程 有 整体 存在 定理 ， 
HAY k> k 村 最 多 只 有 (T/A) 步 ,可 通过 简单 的 典 钠 得 到 上 
5. 网 时 也 就 得 到 了 (4 个 ide 


$5. 一 个 相 容 格式 一 非 齐 次 方程 ， 


8 前 面 两 蔬 中 的 格式 就 初 边 信 的 相 容 性 而 言 , 是 不 相 容 的 , 它 表 
现在 初 值 (4.3.12) 上 。 Euler 方程 的 解 CG 十 14 一 0) 不 会 
在 边界 上 等 于 零 ,与 边界 条 伴 不 相 容 。 这 样 , 解 有 较 大 的 奇 性 .使 
用 公式 (4.0.1) 中 的 涡 旋 生成 算 子 ， 可 以 消除 这 一 奇 性 ， 下 面 我 们 
就 考 虐 一 个 这 样 的 格式 。 | 

仍 以 三 维 区 域 为 例 。 给 定 有 界 投影 算 子 Ө:{нє (HO); 
Y + u = 0} {ue (НСО) у и = 0} = (НОууПХ. AF 
(202 *7 


UJ. 


fe] B 4.3.1)— (4.3.4), u sa Us Lik, G+ 
1)4),7 = 0 2PLIDP 


да, > 
= + („+ V) S, ++ уф, = f, (4.5.1) 
VT, | | (4.5.2) 
#,*nlreoo = 0, (4.5.3) 
S GE) = un Gk 0), (4.5.4) 
Ow, | 1. TERN 
Fn + A Vp, = vAuy + rac — 6)z4(G + 1) — 0), 
| (4.5.5) 
Vemi, (4.5.6) 
zt| seoo = 0, E (4.5.7) 
«Gk)— Gai + 0). 57 (45) 


这 里 比较 特殊 的 是 :方程 (4.5.5) 中 有 一 个 非 齐 次 项 , 它 的 作用 是 消 
除 由 于 初始 条 件 (4.5.8) 中 引进 了 涡 旋 生成 算 子 O 而 产生 的 方程 的 
不 相 容 姓 。 下 面 我 们 将 看 到 ,这 一 非 齐 次 项 是 很 有 必要 的 。 
和 过 去 一 样 ， 我 们 先 要 讨论 对 应 于 线性 方程 (4.3. LL 
即 把 上 述 格式 中 的 方程 (4.5.1) 换 于 (4.3.14)。 | 
SIB 5.1. (4.3.14),(4.5.2) — (4.5. 38) 的 解 可 表 为 | 


О +04 
"OR erg, 十 24 tita M | ӨРүСт)ат | 
iag х 


Ш cpi. i+ 
"n í Ok eoa d. [ Barc ~ kuu ees 
4-0 ik k i 


! PNE 1+0 
Rer ( — ePKGDdtér, + (439) 


证 明 dlc uu T 
ua) = e 079 9a (Ci + DR — 0) 
h M —т)4 1 РЕ | 
|, dud Т PUO) 


| MAG RDR— Od (45.10) 
注意 到 (了 一 8) Gk —0)—0, 以 及 P'— Р, POP = ӨР, 
可 以 得 到 . 

(D 一 eg (ik — 0) + errib48 ү Pf(r)dr 


- ; —»ü—t 1 +04 P : "OO 

+ |е м (1 — e)PKG)ad. 
关于 i 归纳 即 得 。 证 毕 。 

关于 线性 问题 /有 如 下 的 误差 估计 1 ， 


定理 5.1 weld а, we ORO 


Арса), (4.3.43),(4.3.2)—(4.3.4). ВУЙ и 充分 光滑 m 
lute 一 CDL. + Wate) 一 СО, < Ck. (4.5.11) 
证 明 将 (2.8. 5) 与 (4. 5. APRE 1 


«GO — «Gk = 7 > pape x DS E 
i-9 7 | 


+ 8Pf( dr + 5 f. HDA sana Ъ Зиа -8PC 
— К) ат, ü 
Tik 260 D Ula lins < 三。 与 定 于 за 的 估计 方法 


类 似 可 得 
< “мо —xGR—)4 СЕЕ 
IROTA L prik i ep 4 
KE tr nennen, 
4-1 ri 
«C 2: pa Ale —»i- s - echo 


1—1 ; gi 
> quete eo PGR AG | = аи) 
í=0 nik І 


- ia 
РЕ. 


атт 
n 


- 22 ePí()ar|| 


j-l rg af het 
< C Y Í GE £z. г)‘ > lu 25 саму 
?=0 


ik 


«At ePjCc)drll, 


P- pur . appli. . 
«с d 07 Ge — iD) 
+ [443 ePEO |, ar 


«Ck C 
这 里 要 注意 的 是 ，Pf(r) 充分 光滑 ， 由 算 子 B 的 性 质 ，BPXz)6， 


DCA), jj È < >. 因此 ӨРКЕ) є р(41). 类 似 地 有 


JS mee 1 f" a-eyaco — koe]. 


ima vik 
TEILE TUER" ; т 
-| 区 f "menit MA fa — ө) 
: Pf'(C£)d&dt dr, 
< Ck, 
PUA 


lle Ck) — s GRE — 000, < Ck. (4.5.12) 
4 j= 2/61, ШШ - 2 
w(t) — Ce) = ult) — u(jk) + Culik) — Gk — 02) 
~ f. Р}(т)4т 
иб) 一 ие) = 67179 (CR) — uu GR — 0)) 
+ (ors s= e "704539 P f(r) dr 
Fat eg | +R = 
+ F а. M a — eco 
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E RR 


G+Dk 2 
SK [ e 49 P (r)dr, 


利用 # 的 充分 光滑 性 ,(4.5.12), 并 且 利 用 以 上 的 估计 方法 , 即 可 证 
明 (4.5.11)， 证 毕 ， 

下 面 开始 对 非 线性 问题 进行 佑 计 ， 与 第 四 节 类 似 ， 我 们 设 已 
知 函 数 w,f ЖЕ и 充分 光滑 ，uo《 PCA)， 先 证 明 几 个 引 理 . 


5295.2 i$2« < 5, 对 于 Же G + 13, 


[ СӘҢ, < Ms 
Wij 


i IO —exQGoDE—Ol «C, (4.5.13) 


其 中 常数 [on 只 依赖 于 常数 Mis, KIR OQ, T 8 Ж f. 
证 明 以 C. 记 具 有 上 述 性 质 的 通用 常数 。 因为 mGA — 
0)€ DCA), A (1 一 日)wili 访 一 0) 一 0。 又 1 一 @ 蚌 一 个 有 界 
RT. Wit 
IG — e)z,CG + Dk — 0), = WCE — ad + DE 
— 0) — ulik — 0))] 
< C||ë,(G + DR — 0) — s G& — ODM. 


由 初始 条 件 (4.5.4) 
Ci — 9)zCG + 13k — 01, < Cli, + 13k — 0) 
—ajibh. ` (4.5.14) 
4 & = curig,, Vil d327 C 4.5.1) 
86, 
E + Cty ` V), x (6, id үу), = curly, 
积分 得 " 
,(G + 13k — 0) — e, GIO + es M (Gig + Teg 


= (a, ° VR, эя 


(GE 
一 Í curljdz 。 
ik 
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F3(4.4.27) (4.4.28) 
laKG + Dk —0) — e GOV с J Са + Mode. 


和 用 第 二 章 第 节 , 范 数 lulh Sih 等 价 ,我 们 得 
lla, CE T DE o 0) ni РАСІЯ 
«c|^ qa Ios. 
fA AG 5145718 f 
: + 
lG асаж = 0t < с| dali Ift. 
(4.5.15) 

于 是 有 (4.5.13).， ЕН, 


引 理 5.3 设 z<: < Š, (eos, ORK |, 有 界 ， 


对 于 ik <, < G + 1А, UON «M; WER~RALL 
ele < Cals — i, (4.5.16) 
其 中 常数 C， 内 依赖 于 常数 Miv,s,0, 区 域 2, RF 8 SES 
f. 
证 明 以 C, 记 具 有 上 述 途 质 的 通用 常数 。 令 

ди, Op, 

f O° 8017 

形式 地 对 《4.5.5) 一 (4.5.7) 作 微分 得 
ди | 
Or 
Ç + ш = 0, 


10 = 


+ ух = vA, 
p 


АРУ = 0, 
Çi )- дм, 
w ik = ж = — VADI CC + 15k "ER 0) ` 


+ i PU — 6A + 134 — 0), 
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а 


在 第 二 章 第 8 节 中 我 们 曾 说 明 CL 是 它 的 一 个 弱 解 ， 但 是 以 上 


问题 有 一 个 强 解 
(гє) — с MUTA CR), 
因此 
Ou, 
P zz ePID Ay Gk), 
于 是 
Ou, 


| 


5 |, < cha emm mel 


— CJA T есес $7 vel 
< CG — ib) 3 AT wA), 


< CG —ikY з [mA], s. (4.5.17) 
由 本 引 理 的 假设 和 引 理 5.2 得 : 
teck = С,, (4.5.18) 
再 把 方程 (4.5.5) 写 成 | ~ 
— vAm + 1 Ур, = ra — 0)% XG + 1)k — 0) 
| | ди, 
_ ° 


由 Stokes 方程 边 值 问题 解 的 估计 (2.2.15) 得 


1 Ou, 
bulls С lee — Ba, CG + 134 一 0) 一 ETA D 


эщ o«3, АҘ (4.5.13), (4.5.17), (4.5.18) BI (4.5.16); ЗА 
o> 3, WHAKRASRE 
Ci —@)2,CGi + 15k — 0)||. 


` <c|G DRG Dk-—0 i 
ICE = exa + Dk — 0l. 


+ 20%, 


— 


шы 


Wile 


A 


但 是 由 (4.5.13) 得 
PHC Out Dk ONE < ot e 


sec ki «eon oci, 
itf 4.5.16). TER, u 
引 理 5.4 i 2 <:< 了， e RR, AH er <, 


并 且 存 在 常数 M. C, E COR < Me MAH Dk G+ 
1 上 
B CO, < C, CIm Gk — 0], +1), i = 0,1..., 

| (4.5.19) 
则 | . 
ХОЛ <M, | 
其 中 常数 M, 只 依赖 于 常数 Mo Cun T,» ye 0, HT OLR 
数 Í+ ton 

WES] ”我 们 先 估计 [CES 0), 它 可 以 由 (4.5.9) 表示 。 

其 中 f(r) 应 该 用 f- (Ano VOX, tH. 第 一 项 的 舍 计 已 由 定 


851 的 证 明 给 出 , 我们 估计 第 二 项 。 rure (1,7 3). 
有 


titih 
5; git mp x BP(f — (ë, - V) Dd, 


P-0 


4-1, чш 
«c | SI Ate enema [ t OPG — Gig và) arl 
z 2 


tag 
з METTE к _ 
-cl AU етн f AŽƏP Ci — (z, ` VR Mel 


= |, Ок r) тй. ир M — Ga © Via ie 
另外 两 项 可 以 同样 地 估计 ,得 。 
P 209° |. 


la Gk — 0l, < СС, + sup |M — (A + Wil). 
от fà ; 


由 条 件 (4.5.19) 及 引 理 4.1 得 o0 
p, C < =с,+ С COM, + sup, К 


Ры 
+ Cllr cz шт. АА = )) u 
пепео 可 以 得 到 Пасо, НАЗЕ. ШЕ 
象 上 一 节 一 样 ,我 们 引进 相应 的 辅助 问题 的 解 2° н at, Ж 
可 以 证 明 如 下 的 误差 估计 ; | | 
3855 uolcoci. OAM 1-19, r< r < 


—1, 并 且 12,11, < Mi, 则 
fiw* б) 一 “21, + 12%) > "AOI < C, 
其 中 常数 C, 只 依赖 于 常数 v,s,T, M, RRO, BF Ө, UR 
(4.3.1) —(4.3.4 BOWE x, 
Ша PL C, 记 具 有 上 述 性 质 的 通用 常数 ， 并 且 为 了 符号 上 
的 方便 起 见 , 令 了 一 Gigs У) u у), 和 


Cik, G + ADA), i= 0л, "Ыт 1， 


2 Бак). 2-0. 


则 f E | 
и) — u C) = 1, + I, E, 
| to. ; ` 
= =se al rt 
4 一 之 [s en ks PK dtr, 
n= E | (ree eee e pn eP Kt, 
AUSE] aa PEGDA 


? 9, 


现在 . 
f= (us VY, —8*)- (g VX8* — u) + (и — #*) 
"Va, — (С — 2 + WR, 
由 定理 5.1 得 | 
lu — ио}, + [нб — BOI, < c. 


取 10 < r < I 再 利用 引 理 4.4 就 得 到 估计 


Ih < с, =I, (DF зр — О, 


пена 
+ dr. 
《4.4.31) 式 现在 仍然 成 立 : - | 
IG" — BOON < CIA — a0GDI, + D, | 


:€ [k,G + DR), > | (4.5.20) 
注意 到 初始 条 件 (4.5. 05. 4. 4), RA | 


Mh < & ж], C — o^ div — aXik ОМ + De. 
我 们 再 估计 hs 


IY T f : " з 
ust mI | [oaa il. " PIO) adel, 
mgt ei 
> š : 
cuz in | al ePi Mtas 


>> А | зоа i-i 
=C |2; | | z^ Te 1 | di 
si Jik rer f 


-ePfQatdzl, | 


1/41 ЖИ | #22 Gen 
«cai f, e- ot & x], UL 


由 引 理 4.3 
ДУ < € Cz, lvi + inl Ivi < m 


ur 


于 是 
BIA E. f GEE at =< CA. 
我 们 又 有 
Wl «ck ferro <= CA, 


[1/4] tero +I) 


因此 
1 M 
UTD — ж) < c, > Í G — r= Io — m) 
: Gk — Olhar +. са. 
象 引 理 4.7 的 证 明 一 样 , 可 得 


fut) — wa < & 


由 (4.5. SORDRE. 5.4) E3(4.4. Юка LAO) 一 ta COR BS 
估 讨 。 证 毕 ， 
在 作 了 上 述 准备 以 后 ,我 们 得 到 本 节 的 主要 定理 : 


EAS? 设 14i nune i RAR, ORRA, * 


m, >< ris, 则 存在 Ь> 0, PHYO < k< AW, (4.5.1)— 


(4.5.8) P] REA JE 
He COT, bu COL, M. гє L0, T1, 
` MaG но (D — СО, < Mk, ELOT], 

其 中 常数 k. M, M. a is vs, T, KRO, MEO, Pñ 
数 fm que LIS 

证 明 中 然 法 的 部 分 与 定理 41 ERES A —R, 此 处 从 略 。 
为 证 明定 理 , 只 要 给 出 lull 的 估计 。 由 《4.5.5) 一 C4.5.8) 可 得 

м) = ее eg CG + 1)& — 0) 


+ f. emp i — 8» + 1)4— Vere 


容易 证 明 
EIL 


(=ч WP HII (v.a aru. I +n. i... u... =н 5—-. emn 


lu Gd, <= CCo, CG + 15k — OFF, 
+ (I — @)z,(G + Dk — oll, 


Xhi—-2< r< 再 利用 引 理 5.2 即 可 估计 ， 证 毕 ， 


最 后 ,我 们 应 该 给 一 个 例子 ,说 明 满足 上 述 条件 的 算 子 8 是 存 
在 的 。 作 于 空间 VOLAY, о EV 的 充分 必要 条 件 是 存 
在 we (HK) X, 使 cuis o. VES. QE 
(L(Q)) BV ЕЖЕН]. 任 取 s€ [e € (CQ); v - 
= 0), + a 一 cuu, BH 0m Qw， 有 了 唯一 的 一 个 s=* € 
(HiCO NX, E curle* = 6， 我 们 记 <* = Өш, 

下 面 说 明 算 子 8 符合 要 求 ,以 C+ NE L: 内 积 , 令 

RG) 一 $ (g,z) — Courlw,g), g € (1500), 


则 | 
R(6) 一 inf Rg). 
由 第 二 章 第 1 节 ,curl 竹子 为 人 XGO) 到 {ve ws 


vr 0) В, з 0, DUE 


R(curlu*) — inf Rcurle), 
sea» nx- 


但 是 当 e€OE(Q)P X 时 

| ; КОШ, curly) = (ve v. 
因此 | 

R(curle) = i (Vv,V9)-— (curlw,curle}, 

- 以 we LQ) 作为 一 个 Lagrange BF, 58 CHICO) X 
LXQ) 上 的 泛 函 

ET m (Vv, Ve) — Ccurlu,curle) + Ca, V * v), 
И] «* 满足 
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Ritu, н) = 0, 


Bp 
CVu* , Vv) + Gi, V ° i == (curlu,curly), 
Vo € CHIC QR)” и" = 0. 
第 二 章 Stokes 问题 解 的 估计 (2.2. 15), — n т | 
А и Р < clla ||; (4. 5. 2) 
现在 设 + <:<1, вє(Сї(0уу, HH we (HK0), p€ 
LO) Е | inc 
(Vis, Vv) + (p, + v) = (hv), Vv € HOY; 
E ` Vla, ` | 
由 有 | 
{(5,ь*)| = IC, Vu*)| = |Ccurlu, curis) |s 
于 是 
hu S eurluj,lcurls |, 
I < Cl Mell. 
ЖЯ] Fg (2.2.15) tos T . 
lh < CIA | 
即 有 


Ме, < сїз. (4.5.22) ` 
在 (45.21)(45.22) 之 间作 内 播 ， 我 们 可 以 知道 (4.5.223 对 任意 的 


Lc: 都 是 成 立 的 . Wek li 范 数 有 界 。 另 一 方面 ， 因为 8 
k MB LG BR 个 投影 。 即 @ 符 合 要 求 . 
$6. 一 个 相 容 格式 一 一 非 齐 次 边界 条 件 
我 们 在 这 一 节 讨 论 另 一 种 相 容 格式 ， 它 在 算 王 но) 中 使 用 


了 非 齐 次 边界 条 件 ， 从 而 使 解 的 奇 性 象 上 一 他 一 本 得 到 了 改善， 在 
бє UR, Ci + LDA), im 0,1, s, ERG 
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ёа 


ә; + (a, У) a+ р VP, = f, f (4.6.1) 
Vm 0, (4.6.2) 
Hy Alecoo™ 0, ` ` (4.6.3) 
mñ Ci) = uu Gk — 0), ‚ (6:4) 
Ou, 1 i * 
可 T p VA = Ams (4.6.5) 
Ve Wy 一 0, (4.6.6) 
| s lecoo = Gros; iG + 1)А — 0)|.eoo; 


s (4.6.7) 

Gk) RO + 1)& — 0). (4.6.8) 

首先 我 们 还 是 讨论 对 应 于 方程 (4.3.13) 的 线 狂 格式 PERTH 
$8(4.6.1)4826(4.3.14).. MESH RIB ERN i 


I fe + D, im 01, —1,. 


(Iz) 2 23-Hl. 
5158 6.1 e. 3.14) (4.6.2) — (4.6. 8) 的 解 可 表 为 | 
Ua 


GA DÉ 
«Qo erue M ои Е ro _ 


PET fe DA E i D 


+ 1 mE UA 2% US e 
NEST +1 PIG Jar, | А (4.6.9) 


FAIR 
um da. 31588 
ROREM ACE E Piët 
relik, GIR), . (0 (6л) 
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在 此 区 阐 上 , 令 
«G) — w G) — ED CG H- 1) — 0) 


— & GE), (4.6.11) 
H3(4.6.4)—(4.6.8), v f F tile) RES RE: 

v 十 工 IVA = xA + BCG + Dk — 0) — HGR) 

Oz k 


"e A(ü,(G + 1)4— 0) — #065), 


(4.6,12) 
“р 0, (4.6.13) 
vjreag =O, _ | (4.6.14) 


v(k) 一 RICE) — Gk — 0) = vik 0). ^ (46.15) 
因此 ”在 整个 区 域 О x [0,T] 上 连续 , 它 可 以 表 成 


«Qm nt у] imma [p АЧИ ор 


"S G+ DK r pa GG + D= 0) — АЮ) ат, 
以 (4.6.10) 代 人 得 | | | 
E гу zc trat : 
(Gm eme e M nmm 6), Еа 
POS — fen PAPIG)dt е 


再 利用 (4.6.11) 即 得 (4.6. i um. 
下 面 证 明 线 性 向 题 的 误差 估计 , 我 们 还 是 B 设 f, w 和 
(4.3. 13), 《4.3.2) 一 (4.3.4) 的 解 充 分 光滑 ,还 假设 жє DCAD, HUA 


定理 6.1 设 2< <>. 则 


hate) — мао, + ВС) aD I], < CR, 
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` 00 


证 明 ”由 (2.85) 与 (4.6.9) 得 
[ni suena Í 1 (eee 
w(t) — (O = >| em E Í. PG) 


— itat — » GEDA papt] ar 
ko dix 


5; 


Pf(vMr, > 
31 | 


(I + 1)k- i GEI D& 
D 


> ү grana e e — Крат. 


ил f em 1 wn PÍ УУУ, ; 


ES 


«c3 tempe рош dr 


с meom EE Hep dees de 


«c > а-о S urayta дат 
< СА sup Y 


РАЗ: 


再 估计 第 二 项 ,局 理 有 | | 
> j учто, GF D4 — £ [pan cs " 
«c ү еу +14 
А р" РАР 1,444 
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eC ("7 k] +k 


< Ck sup fC 


Феод #14 


第 三 项 的 估计 是 很 容易 的 ， 
jent + k —u | рК: |, 


КЩ 


< ctf Gar) вир КЙ, 


< Ck su Ка. 


АР ра ` 
EE, daCO 一 由 (9 ， 的 估计 已 经 完成 ， 我 们 再 估计 [CO 一 
ah. AY « 是 充分 光滑 的 ,我 们 有 | 
| Со) — «GÀ < Ck, 1€ Lik, EFDA), 
由 (4.6.10) 和 初始 条 件 (4.6.4)， | 


Па, Се) = aA = o < = CR sup MCN 
lato) — GN, < Ck + Даб) — GR — ODI, < C£. : 

I NL 

下 面 我 们 开始 对 非 线性 格式 进行 估计 ， 


` 8862 X 0<,<1, 则 


{Се + ywllar <. С 


Vw € (ноу), | (4.6.16) 
AC » v)wl. < С\ 0.1, 
^to Ww (H:( QD). v. (46.17) 


证 明 由 嵌入 定理 和 Holder 不 等 式 , 令 p 一 É 我 们 


有 | 
|| • у). < C\Cw Ы Vwi. Ф : 
< Cl, . ‚ЫЕ + 14, säl wll) 


< сіе, 


"alee 


即 得 (4.6.16)。 同 理 可 证 (4.6.17)、 证 毕 。 
引 理 6.3 y 2< <š, T P ` 


| зар 2.601 < Moi > 0, 


ls GE 001, < CRT sup MCN + D 
(4.6.18) 
其 中 常数 C, 只 依赖 于 常数 ,0,v,T ,Mo， EURO 及 函数 f 
EA 我 们 以 C. 记 具 有 上 述 性 质 的 通用 常数 , 令 
` > Әр, 
w= as = == E."RL | , 
BED Corpa) 为 (4.6.12) 一 (4.6.15) 的 解 ,形式 上 求 微分 即 得 
Ow 


d.t Vm T rhe — FAA 0) — ACG — 00, 


V * 0 0, 
АРИУ, = 0, 
wi — 1)k) = >P Az, Gk — 0) 


g Gk — 9) — GI — D. 
qo ы =, . (4.6.19) 


$528 5.3 一 样 , 我们 得 v3 
we) = е 979—004 (03 — DR) 
~g hin PAG 0) 

— s (G — 04d. mo (4.6.20) 
由 (4.6.19) | 了 
. || KG 一 0401.2 < fl»PAz,G& — 001, 

GR — 0) — g (G — 138) 

ы ышк: кашы ©, 

. 由 方程 (4.6.1) 和 3 引 理 6.2 


19+ 


Cc RT DOR P ag 
| R i l. A | |2286 
e ууа) 
< С, sup lg Cl ° WA COL + 12 
< С, (зар la COM + 0). | (2.6.21) 


G—Dicr<it 


Rit 
We — Dpbi < Cr жнр. ш + pe 


0-04 
(4.6.20) 
101... СС A uapa 
- AE (G — ОЮ 


d aM P eva-o441” p AG Gk — 0) 


— 2,00) — DAY ber 
cce- G-L F ae w(G — ОЮ} 


+ i f ue — r) 5 WAT PAG Gk — 0) 


— š (G — 1000) 47) 


< C, (G — q-— DO + G= i 


- (sup | Jn COM + 1). 
з т< 
$- jk — 0, 我 们 有 
leGk — Ola < CET, sup AOL D. 
. (4.6.22) 
由 (4.6.11) 得 a) Gk — 0) = »GR — 0), 再 由 (4.6.12) 得 
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. ayna a... — — — ——— w... s s 


lie G& — Ol < CI Anl 


Ov Y nz 
< (|| +G- o) 
– 800 — DON). (4.6.23) 
由 (4.6.21) 以 及 内 插 不 等 式 


ru — 0) — &(Gi — Dl. 


< $a —)— CG ODT 


£L 


' |l, GR — 0) — CG — ОЮН, 2, 


«CK Coup Табо +. ' 


—nD&&r«ji 
"(TRE ER (4.6.22)(4.6.23) 
lu, Gk — Oe < C TC sup ln CDM, + D. 
U— DESI 

TEx, 

引 理 6.4 设 2<, <, sup COM < Moi > 0, 并且 
存在 常数 Cok > 0, В е G + 1k 时 

aCe. < CHG. + D, - | 
一 5 或 4 — (4.624) 
Дн 0 <i<;j,k < k, WH 0 < k< k < k Bl 
sup lol, < M; 


e«t«d D 
其 中 常数 Mik 只 依赖 于 常数 Civ s T Mos Xxx o, UR 
数 һо. 
证 明 令 hai (а,б), AA 6.1 得 : 
+ 
€ 


ik 


i-1 
GR — 0) = e "44, + > | —»(—:)4 
i=Q 
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T p 


+t D-r 
k 


我 们 估计 它 的 | 小 范 数 , 其 中 第 一 项 的 估计 已 在 定理 3.1 中 给 出 ， 
第 三 项 的 估计 已 在 定理 6.1 中 给 出 , 我 们 还 需 估 计 第 二 项 , 取 r € 


(:—2,4), :得 


[o PAP herr. 


Eh et онш 
< C > (a rat | ел ps dri con | ae 


«cl o- y sup har 
< C sup. ACOH» 
TE 
« [GR — OD], < CCl}, + 4 Sup АС a^ 
E sup. 17 С2211,). 
以 C, WRAS M， 同样 性 质 的 通用 常数 ,由 引 理 6.2， 
la GE 091, < CQ + 4 sup COMMA COR 
+ sup СЬС). ; (4.6.25) 
апаа. 6.25) RU FH (4.6.24), 
| „вир Va COM < COR, + 1), 
EIE 6.3 MERG. 64) DLE (4.6.24 
E JACO < С Coup CR, + 1), 
其 中 2 “зе, AREA | 
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- itta a a - s ee n m mom = 


Waylla < Cim DL "os Waren, 
在 (4.6.25) 中 将 i 换 成 为 i 则 它 对 于 1i; 部 成 立 ,将 上 面 的 
估计 代 人 得 


| Gk — 05], < c,G ARF sup ао), 
+ sup ln COM. | 
再 利用 初始 条 件 (4.6.4) 及 (4.6.24) 式 ， 在 0 r< G + DA LB 
有 
li COR, < CCL + KP sup RS COLL 


+ sup la CORTO. 
RUNE SEC fE C ki” < 二, 则 有 


sup De «C. sup NOD 


eect bs ant? 


其 中 k< k, HERA pt, sit. 证 毕 。 
象 上 一 节 一 样 ,我 们 引进 辅助 问题 的 解 w* 与 a, WA 


引 理 6.5 设 2<,+,< A liz, CON, < M., Wi 


hut 一 Ө + laco — gC < Ch, 
其 中 常数 C, 只 依赖 于 常数 ibo Ti M. KRO, 函数 bh. 以 及 
(4.3. 1) 一 (4- 3.4) 的 解 <. 
证 明 以 C, 记 具有 上 述 狂 质 的 通用 常数 , 令 7 — (Z, ° ‚ 
— Gu Ve, WS 6.1 得 


CA 


TN š y куд 
ик) — м) = 5; |, ДЕ г" М | Hon | 
н рарусарђае 
Á a d 


• 223 * 


. (R aba a PA 


Ios 
与 引 理 5.5 тч 我 们 发 现 只 有 第 二 项 需要 作出 新 的 估计 ， 
< 
44] n А 
реа GE DRS SH pa BI 
1, iL 2 (or PAPO tdr 
(4.4.16), 


I e "UO PA PFE) |, < CG 一 2927 РВА 
因此 


А 
I «c S; ао pom I vPTG»l azar 


[2741 ¿ r + 
«c» | ао Waar, 
取 + 一 :一 2， 由 引 至 4348 
COM. < соё, 11: + КЫМ, › 
«6 | 
因此 
luu < CR 
以 下 与 引 理 5. 5 的 证 明 完全 相同 ， 从 略 . 证 毕 。 
最 后 ,我 们 得 CENE 
”定理 6.2 设 2<+< Z., on, } ЗЕЙ ЖЕШ (ДИЛЕ А > 0, 
使 当 0 < RS kh 时 ,4.6.1) 一 (4.6.8) 的 解 满足 
йд, С, Hall, < M; r€ [0, T], 
fa, (D — COM + CO — wed], < M'k, tE [0,T], 
其 中 常数 MM 只 依赖 于 常数 ps T, KR О, fm, 和 
& x. 
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证 明 AAEM MO SEH 4.1 HIRAM, К, 
Я 我 们 只 需 估计 ГАО 5188 6.4 —ME, & h = f — en > )й,, 
则 由 引 理 6.1 得 
£773] 


d = e Au + > E p n PfiCt)art 


"tt A SEEDA PAPÍG)dt dr 


lx = + 1) ER bs PFCzydr。 


nee ` 
MELIES 6.4 em ,最 后 一 项 也 有 估计 
Pa (Ix t +1 J- t ie 
Pf eMe || 
4 


€ Lut. ie >i, 


< САТ” (sp ао), + D, 


Ose cies RIFE 


于 是 | 
men © са ы к" бт нын 
Ш E} 


证 毕 。 
$7- KH 要 条件 


.在 前 面 刀 节 中 ,我 们 给 了 几 个 特殊 的 格式 ,它们 在 边界 条 件 的 
处 理 上 是 互 不 相同 的 ,但 是 都 是 收 合 的 。 换 名 话说 ,我 们 找到 了 一 
些 收 钱 的 充分 条 件 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 以 更 一 般 的 格式 作为 出 发 
点 ,讨论 收 化 的 必要 条 件 ,前 面 给 出 的 格式 都 是 满足 必要 条 件 的 一 
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些 特殊 情况 。 

我 们 仍然 假设 OCR 是 有 界 单 连 遂 的 区 域 ， 其 边界 充分 光 
禄 ,我 们 考查 下 面 的 格式 : 在 +€ Eik, Ci + 1545 ,i =, ; E 
Ж: 


Әй, ius 1 

d; + AVV VR TR, (4.7.1) 
уй, = 0, (4.7.2) 
fr Mheeag = 0, (4.7.3) 
e — и (2 — 0), (4.7.4) 

Ou, ` | 
p + wp 一 vån + f, (4.7.5) 
Vau, = 0, (4.2.6) 
uy [zao == 10, . | (4.7.7) 
CR) = G2,(G + 1)k — 0), (4.7.8) 


Rp e 仍然 是 涡 旋 生成 算 子 ， 我 们 一 般 地 假设 Euler FES 
Stokes 方程 都 是 非 齐 次 的 ,而 旦 一 般 而 言 ，Stokes 方程 满足 非 齐 
次 边界 条 件 ， 这 是 因为 用 沉 度 法 求解 的 实际 过 程 中 往往 不 能 精确 
地 满足 霍 边 界 条 件 , 但 是 我 们 要 求 ñb 至 少 满足 
jo. tl.coo = 0, 
再 引进 一 个 辅助 问题 
Ov, 1 | 
EU + > Vx = xÁ; 
V ° e, = 0, 
211. ao = ДЮ, v0) — 0, 

定理 7.1 若 @:.X— X E # F 8 T, e 与 ex x ñ 
(CHICO) ЕУ, Ө = 6, HH @s,GA) = snk), 又 设 当 
k— +0 BPAY) ECL" COT ;(L2( O) RF Ha) 
则 如 果 对 于 任意 的 = € XN CHO), Gu» u) 在 LO, T; 
(HQ)Y) x L"(0,T ; хало» a и), # 29 (4.3.1) 
(4.3.4) ORE, WU 
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imp, 7 0, 在 LOOTO) 中 ， (4.7.9) 


e= i, 在 XNCHKO)Y m, (4.7.10) 
рі — Pf, — ӨР} — (1 — Ө)Р(и * V)u, 在 
L*(0,T ;(L'CO))) rh. 00 (4741) 


证 明 在 (ik, G+ DE ES BE) HB) — GOD, 
WO) = s G) — v, (0), ДЕГИ E 


oe + Play * VOR, = PRP, 


Gk) 一 v Gk — 0), 


Ән _ уди + PRY, 
д 


uso = 0 А 
w GÀ) = Gi CG + 1k — 0) — n GRO 
= Gg (i 1k-—0). 
可 以 写 出 解 的 表达 式 
a) m Gk — 0) + |! POP — G, DROP 
ar (0) m ees + LDR — 0) 


4 f e oA pidr, 
š it . " ; 


于 是 
-一 一 (2 一 0) 
GrDÀ _, au CE 
+ M РКО — Gig * аг) 
+ Í eur pfit dr, 
Р ` Ja 
归纳 得 | 
ў с z | Gen k 
WG) = Be 744, 十 У) Өг" 104 [i ӨР 
Du e ` £429 * 


(Ко — (8, * VORIDdr. 
* 327: 


+ Se f. Tet e 704 p gg. 


Ader 


15) 
+ өм a ӨР“ — G#, Voir 


: 
+ j. e r7 04p fige. 
FEL: 


4 k— +0, r5] 88 4.3 得 
IICA ° VOR, — (us vu] < [е ы v, es # lle 
TG, ж) + VOUS 
< Cl] + БА De = AT —0, 
因此 对 于 *e 10,71, # lello 范 数 
0) = (e^? 41, + | с Аер, 
— (a+ 9)и) + Pfi)dr, 
但是 
imer) 一 Бано) 一 : Еши (е), 


已 知 右 端的 极限 存在 ， 所 以 左 端 的 航 限 也 存在 ， 我 们 把 它 记 作 
s), 0 


wt) — v(t) = Ueu, + | геол 


* (BP(fi— (es У)и) + Pod), (4.712) 
Ф :一 十 0， 又 v(0) = 0,4(0) = uo PFE 
一 би, 


因为 « € X (C: C9)? mica, X 5369) 在 HCO) hia 
密 , 所 以 (4.7.10) 式 成 立 , 由 (4.7.12) 


ur) 一 v(t) = ey + f. e "7n (OP 
Cf, (и * V)w) + Pldr, (4.7.13) 
再 令 2-00, ШИТ с" 的 性 质 可 得 
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lm Cule) — (x ,t)) — 0, 


B u 的 边界 条 件 得 vino — 0, v 是 齐 次 Stokes 方程 的 零 初 边 
ERKA, HEHE, v = 0。 因 此 (4.7.9) 式 成 立 , 由 (4.7.13) 


w(t) — eu, 十 ү (7974 (8P(f, — (и + V)u) 
+ Рӯ), О (ал) 
REUT 14) 与 “的 表达 式 
| м(:) = "4, + f иар — (и < k 

比较 即 得 (4.7.11)， 证 毕 。 

.我 们 以 前 考虑 的 几 种 情况 都 是 定理 7.1 的 特殊 情形 ， 它们 分 
别 对 应 了 | 

' (а) e = !, f? =f, iP — 0, go = 05 

(b) Ө; (s € ((0)), Ve u — 0) > Ханко) 是 一 个 


FUE Bl 范 数 ， l« pue >, HR, fb = $, 


кю 一 rad — ey + 1) — 0), 


(b — 0, 这 时 ,由 (4.7.1) 一 (4.7.4) 


Dk 


BCG + DE 0) = nik 0) + [PG 


— (8, V) dT, 
因此 


та Of POT Diode, ` 


h-u- eye — (и * V)u); 
(c) e= [Юю =], = 0, 


de = Z,CG + OR — 0) 1, ао 
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从 定理 7.1 出 发 ,还 可 以 给 出 一 些 收敛 的 格式 来 ,读者 可 以 参看 参 
考 文 献 中 我 们 的 几 篇 论文 。 


$8. 外 d gm 


我 们 就 二 维 情形 讨论 外 问题 的 粘性 分 离 格式 ， 并 以 第 5 节 中 
的 格式 为 例 。 设 区 域 的 边界 д0 为 充分 光滑 的 简单 闭 昌 线 ，9 为 
其 外 部 ,我 们 还 假设 流速 在 无 穷 远 为 零 , 这 个 限制 是 可 以 去 掉 的 。 
关于 这 一 点 ;我们 将 在 本 节 最 后 说 明 . 

对 于 外 问题 , 仅 假设 一 些 函 数 的 光滑 性 是 不 够 的 ,还 需要 对 它 
们 在 无 穷 远 处 的 性 质 作 出 假定 ,为 此 ;我 们 设 满足 Y 一 0， 
u € CHCO)Y'D UPCO)Y', f€ L"'(0,T ; (ибо) ус "о, T; 
(H(9))5, W «€ L'(0,T; (H'CO)))W'"(0,T;(H1(0)Y). 
我 们 定义 一 个 投影 算 子 : 

G:(uc(H'O)y);vV-u = 0,(u * n,l)ag = 0} 
= («€ (HQ) > x — 0), 
CAME | 
19411, < Cisl, Vs 2 1, 

我 们 在 后 面 将 给 一 个 @ 的 例子 。 


我 们 注意 到 ， 在 三 维 情形 ， 要 求 @ 按 范 数 1, 有 界 (+< 


r<: < >), 而 对 于 二 维 情形 ,这 个 条 件 可 以 放宽 为 1&r <s, 


这 是 因为 我 们 有 如 下 引 理 以 代替 引 理 41, 
3138.1 25 52, e€ (H'(Q)Y; WJ ` 
Kos Vell, < Choli Ө foi, 
其 中 1<9 <+ — 1, 
证 明 我 们 有 
Ke * Vell, < Сө» + ||| ә), 
BRA S 
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| Ko + v) * eh < cClel + 104» 
ELLE | 


l = Del < ССМ "өт 


+ del Fa Holle TI of Жы FO. 
注意 到 q > 1 即 得 所 证 。 证 毕 . 
| A ЖОЛ. S.1)— (15.8), ABR ТАНАТ UL ЕНШЕ Ж 
83 ue VERA PE ,但 是 实际 上 由 解 所 属 空间 的 约束 ， 无 穷 远 边界 条 件 
还 是 隐 含 在 内 的 ， 
下 面 , 先 作 一 些 预 备 性 的 讨论 ， 以 EXO) iB 100) 的 一 个 
子 集 合 ，w € ENO) 的 充分 必要 条 件 是 : oc LX《Q)， 并 且 存 在 
w€ (LX0)》， f& o 一 一 Vw， 并 规定 范 数 
' [co Ja = (02 + lala), 
则 EQ) 是 一 个 Hilbert 空间 ,在 空间 Ce CO) 中 我 们 引进 范 数 
[o] 一 (Í, yold), 
然后 令 E(Q) E. Cp(0) 按 范 数 上 . 1, 的 完备 化 空间 ,同样 , 将 
ceta) 完备 化 以 后 得 ECA). 设 o € EXO), 38320011881. 


—^ cm 
I я (4.8.1) 
e lag > 0. 


m TIER Ж е € EO), 使 TD 
“(VAG AAG) = (0,0) = Gu, VN), 

VE EXO), ^. | (4.8.2) 

其 中 w 一 一 Vw， 容易 看 出 
(УЛФ, УЛФ) = L e, 
由 Lax-Milgram Æ, (4.8.2) uE— RE , 在 (4. .8， фф 9 得 
[olx PARTA 

即 有 估计 | ; 

[oh < ICA Oa | š (4.8.3) 


MI 


Ў ocEXCO»hu"(O), ЕНШ AY AES TE H HE (2.2.6) 
Al, (4.82898 p € HE? (Q), (4.8.209 
(v^ e TNO oc ә) 一 ( 9,0" 5. e), 
Vee C+(O), | 
”其 中 ja] = m， 作 分 部 积分 得 
(vax d ә" 2. Leve) 一 一 (a, A Ф). (4.8.4) 


首先 ,我 们 设 oE CÀ), er Laplace 方程 
的 解 ,在 oo 点 把 9 作 展开 就 可 以 看 出 УЛО" 2 @ € LO), 因此 
(4.8.4) 对 于 9 € E) 也 是 成 立 的 . 
its 0 — 9" 20. plae， 则 由 迹 定理 可 得 
Ila < Среће» | 
其 中 2' 是 90 的 一 个 有 界 邻 域 ， 由 Poincare 不 等 式 和 9 满足 
的 边界 条 件 , 局 部 的 qll。 TUAL C[w]i， 再 利用 局 部 估计 


(2.2.6) 得 
lelai < Col + leh). 


а а £ 一 ees p 满足 非 齐 次 方程 与 齐 次 边界 条 件 ,而 
v. 满足 齐 次 方程 与 非 齐 次 边界 条 件 ; 即 : o € BO), WE 
_ 8 
(V N qi, VÀ Ф) T (г, Әз, +), | 
| Ve € EKA), 
Ф: € ЕХО), 满足 | 
| INep УЛФ) 0, V9 € EKA) 
piloa =” b. 
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| lv vll» < С|Ф\\з о, 
Bigi(4.8.3) 
š [o]; < [ae], 
我 们 有 


[ 9 2 | «Cel. Я teh) 


< Сој, + lol), (4.8.5) 
AA CoO) 在 EXO) ARR, A (4.8.5) 对 于 所 有 的 o € 
Жалый 都 是 成 立 的 ,对 于 mal, RIDER 
PAM = volley 
Д]. EE 
[Velen < оф. + Lol). 
ARAM, 将 它 与 (4.8.3) 作 内 插 , 即 得 з 
I [Vol < CClioll, + (o1), Vs > 0. (4.8.6) 
还 应 该 考察 在 此 情况 下 的 Helmholtz 投影 算 子 P 与 Stokes 
算 子 。 因 为 P 是 正 交 投影 ,所 以 依然 有 … 
Pall, wh, Vs € CLO), 
XX мє (ндуу, zm 1 时 
u= Vote, V * 6 = 0, v * hlao = 0, 
—AQ-—V*mu, 
ә M 
| asse F w * noo 
M, MAT CA. 8.6) 可 以 证 明 
` [vp], < Cii, Vs > 0. 
因此 P:CHC9)) > CHC) .时 一 个 有 界 算 于 x: 
我 们 考虑 问题 (2.8.1) 一 C2.8.4)， аа 则 
»,9 满足 f 
LM ae pum 294 Ee ГЕ 
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Vp, 
以 及 相应 的 边界 条 件 与 初始 条 件 , 因此 若 记 一 PA + | — А, 它 
的 定义 域 为 DCA) XN {we € (НКО) У; и | = 0}, 则 在 DCA") 
中 14° • 1 与 全。 等 价 , 并 且 上 述 问题 的 解 可 以 表 成 
y — ¿”u 十 f erroro4Pc-rFCrJar。 

因此 - 

4 EP “MIEN 47D P Fr dt, 
有 了 了 上述 准备 以 后 ， 外 问题 的 估计 可 以 和 内 问题 的 估计 平行 地 进 


行 ;我 们 列 出 结果 ， 有 些 证 明 从 略 ， 
引 理 8.2 要 为 
tH 


424 
а) е4 0а 十 > | @Pi(r)dr 
ik 


#=0 


usk- 1 {+20 
+ > | | й i7» x4-n 
=. 


tk 


B к енше 


k ja 
4- b eg r079x4-b TE (1—8) | 
Telk 0714 
TOLLA 
5 


定理 81 E we DCL OQ, 1 <; < 2, je 


L"(o, T;Gr(Oo)»)nw'"(o, T; GIG), © 二 一 ze L"(o, T; "T 
(2»5 到 (4. 3.14), (4.5.2)—(4.5. seman 
ES — (||, PORTAO EA Ck. 


| 下 面 开 始 估计 非 线性 问题 ,关于 ss 的 假设 已 在 本 节 开始 
”时 给 出 ,在 各 引 理 中 不 再 重复 ， 


OI EE EE EE — `. ——. w... 


B|m &3 Ub 1 过 ;过 5, WE terci tik, 
aol, < M. 
ni | 
i IG — exzGi + Dk — 0 «C. 
其 中 常数 С, ARM FRR Мы, (Сй 9, 算 于 日 和 函数 f. 
证 明 和 引 理 5.2 同 理 , 可 以 证 | 
la,CG + DR — 0) — СЮ, < Ch, 
又 由 方程 (4.5.17 
"m 
a + PCa, ° Vs, = Pf, 
积分 得 m 
Па CG + 19k — 0) — 000), 
«[ UPG — GRO 


+R 


<j 十 Vae aer < cà. 
再 由 (4.8.6 与 (4.5.14) 即 得 所 证 。 证 毕 ， 
аазы 设 de ee ELT EIE 
CEO < Mi， 则 在 同一 区 同上 
TORTA 


其 中 常数 C, 只 依赖 于 常数 M,,z,v,s,T, 区 域 PA KT om 
Ж f. I 


: Ou, 
TER ”与 引 理 5.3 同 理 , Ф w о, W 


| |. «cG-ib E сюй. | (4.8.7) 


wCik) 一 —»(A— Dez, iX -- 0) 
4 T PCI — 8)gC + Dk — 0), 


同 理 
ПС)... < Ca, (4.8.8) 
x uy 满足 
On, 
a se D + + РО — 6) + 0), 
因此 | 


Vl, < Cli anl 
= Cli + ү PG ӨЖС + 13k — 0) 


1 Om | 
mo ыз 
青 利 用 引 理 8.3,04.8.7) (4.8.8) BARBIE, YEH, 
引 理 8.5 设 2<: < 了 ,并 且 存在 常数 Mo Cu 8 NEKON 
< Mo, MAZE Dk + DD4) b, ae 
lb. COL < С, (4 — OI, + 1), i= 0,1,-.. 
则 ls, < Mi, ae 
其 中 常数 M. 只 依赖 于 常数 MUTO, sv, КО, X TOR 
PHBE F, tos 
ER ”类 似 于 引 理 5.4 可 得 
<. — 0», < СС, Lo гор, 17 一 (8, ° val). 


由 引 理 8.1 

ас — 0), «С, + Саа Ц), 
其 中 1<9<* 一 1 ABER sei. i. 
O BIAS 设 2<: >, ER lad <M, 则 
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hut Ce) => LAON + К+) = PAO) IN < Ck, 
其 中 常数 С, 只 依赖 于 常数 vs T. M; ae Q,XK T e, 函数 了 
90(4.3.1) —(4.3.4 AR e. 
证 明 我 们 需要 在 外 问题 情形 证 明 (4 5.20) 式 , 用 引 理 4.7 的 
方法 可 以 得 到 - 
06* — a, XXOlh < [(&* — 2060, + CR, 
(0 3€ BR, GDA ` 
ЖУ, 2* — 3, 满足- 
9(8* — d) 
— — c PCR * VÀ, — (n * У)н), 
右 端 在 100) 中 有 界 , 因 此 有 ` 
(E — %)@ < nes 一 &)G + eu 
re Lik, G+ Dt). 
由 (4.8.6) 即 得 (4.5 20), 本 引 理 的 证 明 的 其 余部 份 与 引 再 5.5 4H 
FJ. Wee, ; 
利用 以 上 各 引 理 即 可 得 到 我 们 的 主要 定理 : 


定 更 B&2 设 2<: < EE k > 0, 使 当 0< She ht, 


外 问题 (4.5.1) 一 (4.5.8) 的 解 育 足 
18601, 1608, < M, reto TT 
ll GO — COR + CO — Coll < МА _ 
| | тє(0,Т],- 

其 中 常数 kM, M' » 只 依赖 于 常数 Т, 区 域 9， 算 子 Ө, = 
Ж}, ж ЖИЕ н, 

下面， 我 们 给 一 个 算 子 @ 的 例子 ， 作 XE CCD), 使 在 边界 
до 附近 x= 1， 再 作用 界 区 域 2'， 使 它 的 边界 为 了 与 9, T ` 
充分 光滑 且 在 до SM, HLE корр, Ae ieee ob 
的 流通 数 , 考 说 下 面 的 双 调 和 方程 边 值 问题 

дф ~ 0, 
Ur ° 


o жыл — ў y >= 
log Pioa Әл 


– oe) 
дп 


+ v — VAQO), Hl Ow 一 “十 BOSBOR ДЕЗЕ E doge 
0, 则 olas SF] — 0, 则 Bu 一 x, 因此 6 是 一 个 投影 ; 另 
一 方面 ,由 楷 贺 型 方程 解 的 估计 和 迹 定 理 
lola ec (lel, [2er ). 
( 2:00 IER L. $ 


Clot s Cisl sz 1, 


he'll, < Ciel. 
RE @: CH’ (оуу — (н (оуу X ANT. 

SAL Galerkin 和 格式 求解 ， 我 们 给 出 它 的 弱 解 形式 ， 令 
一 Ab = ф, M Аф = 0， 取 检验 函数 ve HCO"), vlr =, 
Wj eH), 9 lea — — leo: sh 并 且 


А (АФ, ув) Le (32.0), - =- (4， vjs 
再 令 om —VAw, 则 — Ap 一 o, | | 
(Vo, Veo" =ч (52 2» w Со, v). 


把 它们 加 起 来 ,并 注意 到 边界 条 件 , 则 有 
(УФ + Ve, Vv)o = Có + о, v)o, 


VeeH(Q), amd — `: 20 89) 
再 取 一 个 检验 通 数 v E€ H0), Ree Н(0'), Ф|. = 0, FE 
(Vo, V») = 0, Vo, € HX Q ds (48.10) 


RD WR EC. 8.95, (4.8.10), 
,最 后 ,我 们 苦 虑 非 齐 次 无 穷 远 边 界 条 件 的 傅 形 ,对 于 同样 的 区 
域 2 ,我 们 考虑 的 问题 是 


Ы 


а а ААС A 


OS (uova + 1 op = panes, 
дї p | 


tee, 
міо = 0, lime = u, 
` thao = Mos 
其 中 x, 为 一 常 速度 。 
作 BECCO), Y + я == 0,7160 — 0, jim 五 一 wo， 设 晶 为 针 
对 前 面 齐 次 边界 条 件 所 作 的 投影 算 子 ,我们 作案 合 S 一 {we wt 
CHD); V + u 0, (w * n,l)əo = 0} 53 S,= (s€ S;ulao = 
0. ФЙ 6:5 S, 为 - | 
Bu = 8 + Ө(и — и), 
—— "nne 
E {7 + Ө(и — $)) — {4 + @(u — 2)) 
-$—4—8($9—3)-0, 
最 后 一 个 等 式 是 因为 5 一 BE XAOS, 而 @ 在 此 空间 上 等 
Ti. | | 
函数 а 是 存在 的 ,例如 令 we 一 Cy ЯО) н. 一 
Ьа), rB ¿GO 一 VA(GO4GD), d) 一 uix, — n; GE 
C"(D), 在 00 附近 等 于 1, 当 |z) 充分 大 时 等 于 零 . 
A Ml 


. v. п = 0, 
й, ' s|, ao = 0, dim i, = Hos 
` © С) 一 w Gk — 0), 
2 Ou, 1 


— - + = p VP, — vAu, + * (1 — Ө): 十 1 六 一 0)， 
Y tu = 0, ; 
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®plecag = 0, шь "e oas- 
sy Ck) 一 82, + 1)k — 0), 
79 FUER < д — — a, o, = иу — 8, 则 它们 满足 
дё | 
= 6A +) ONG, a) 


1 
+ р УВ, = Р, 
V s = 0, 
a, ? LIT 一 .0，. lim, = 0, 
Bik) 一 vik — 0), 
(by 1 = 1 | 
i + р УРА van, + vAs + у Сг. 8) 


SG + 0 — 0), 
v ‘y= 0, ` 
ДЕ? =" 0, imo, x: 0, 


(00 «GO = 9G + DE — 0). 
它 的 误差 估计 与 前 画 已 没有 本 质 上 的 区 别 ,此 处 从 略 。 


$9. 多 连通 区 域 。 . 


在 多 连通 区 域 上 ,速度 与 润 度 之 间 没 有 一 一 对 应 关系 ,这 是 讨 


论 中 的 主要 困难 ， 我 们 仍 就 二 维 情形 讨论 ， 并 以 第 5 节 的 格式 为 


pi, 


cH OCR 为 有 界 区 域 ， 它 的 边界 89 HN-+ 1 条 充分 光滑 


的 简单 闭 曲线 Fas Dos, Ty aR, N > 0, 其 中 T;(j 一 
b, N) ЖЕ TV 之 内 而 在 其 余 之 外 。 首 先 ， 我 们 给 出 空间 xn 
(H Qy 的 一 个 分 解 ， 作 子 空间 XCXO(HXQO)Y, S48 «€ 
X 的 充分 必要 条 件 是 存在 函数 p € HX Q) H XQ), fE g m VA 


EE 


2 TEN PPAR 


Ps ARENA 1 Xi 8, РЕЈА АЯ: 
Ao <= 0, 1,...,N, 
Ф| = 0, 
pls; = jji] lytte N, 
则 它 有 唯一 解 peH), Ф svip., W we ХП 
CH оуу, BAO EREE MAS X, 关于 LC) 的 内 
PIE Aie {46°} 正 交 化 , 仍 记 作 fo}, CHE 
(WD a) — 55, i, j= lpt N. 
ЗН 91 任意 的 x»exnarco)y AAR DRA 
s = н + > aye, ` (4.9.1) 
=} 
其 中 w—vAo, p 是 问题 
—Av = € —VHAw, 
lao = 0 
的 解 。 
证 明 因为 边界 充分 光滑 ， e€ HOOD)OH(0), Kl $ RAR 
对 应 于 # 的 流 函数 ,而 且 blr, 0, WW 一 A = о, FË ACS 一 
Ф) =0,ф— p Ж 了 jj 一 1:…,N 上 为 常数 , 它 可 以 唯一 地 分 
解 为 i 


N 
$ — p= die". 
#=1 


DAT VA (Hc, HH (69D. Hp g, wo 的 正 交 性 可 以 知 
(эл) 00. ШЕ. 

我 们 给 一 个 有 界 投影 算 子 @ {ue (HCO), v wo) 
CHOY OX ,并且 要 求 它 按 1-1, 范 数 有 界 ,1<r < < 2, R 


们 将 在 后 面 给 一 个 @ 的 例 于 ， 现 在 设 mi 以 及 解 * 都 充分 光滑 ， 
考虑 粘性 分 离 格式 (4.5.1) 一 (4.5.8)， 我 们 与 第 5 节 平行 地 进行 讨 
党 ,并 且 路 去 所 有 重复 的 证 明 ， — 


UPS 


` w c a... emma s 


定理 9.I LII 则 对 于 线性 问题 (4.3.14)(4.5.2)— 


(4. 5.8) 有 误差 伍 计 
Пее) — «COLL + lee) — ë zl, < « Ck, 
下 面 我 们 对 非 线性 问题 进行 估计 ， 


引 理 9.2 设 2<s < 了 了 ,对 于 ik <r < G + D acl < 
M,, Wi 
iia = e&(G + Dk — 0), < с, 
其 中 常数 С, wae Miss) KORO, FORMER f. 
证 明 ”类似 于 引 理 5.2, 可 以 证 明 


{КО + Ro 0) — & CARD Ilo =ç СА, (492) , 
由 (4.9. кыы 


| ZG) = uk) + > "HOP UM (4.9.3) 
以 s? 与 方程 (4.5.1) 作 L: 内 积 得 | 
дй, (办 2; Ф 
Cx и ) + KE Ы у), и y 
= ath), 
以 C4.9.3) 代 人 并 利用 正 交 性 得 
|. co] — (G — GR Rn) 
dt | v 
=} — ба Wl. 
作 积 分 ,并 利用 本 引 理 的 假设 和 引 理 8.1 得 
DC + 1 — 0) — AGK)| < C k. (4.9.4) 
dao 的 定义 
Wai + Dk 0) — EGR 
< Cla (Gi H1) — 0) — а), (4.9.5) 
由 C4.9.3) 一 C4.9.5 ) 得 
бИ 


Ma KG 1) — 06) = CRDi 
< eC + D — 0) — Bkh 


+ >; Gi + 1k 0) — 5044) 
i-1 


TR 
=< Clio, G + LDR — 0) — e, GI + C k, 
再 以 (4.9.23 代 人 即 得 
ll CG + 1) — 0) —– 2,6), < C k. 
证 明 的 其 余部 分 与 引 理 5.2 相同 。 证 毕 ， 


引 理 9.3 设 2<s < Z, збо 4, k < 1, Wik =<, < 
G+ Dk |ë (ОЙ, < Mi， 则 在 同一 区 间 上 
Пасо, < C — i à, 
其 中 常数 C; 上 只 和 依赖 于 常数 М.,ъ,ғ,9, Km Q, 算 子 8@ mi 
f. | 
2894 R2 < 三 ,并 且 存在 常数 Mo C, Ela COT < 


Mo TAH Lik CG + DA) 上 E 

| [CON < CC — ODI, + D, 

T i 一 0,1,-…。 

则 
12,6), < Mi; | 

其 中 常数 м, ПВ РЕЙ M.C, s, Tn, DOR 0, ATORE 

ENTM 


引 理 9.5 U2-c < =, 并 且 141, <M, 0 
РЫӨ! = PAG) IF + |С) к= PAON < Cık, 


其 中 常数 C, 只 依赖 于 常数 »,5,T,M,;, 区 域 Q, AT 日 ,函数 
f 以 及 (4.3.10) 一 (4.3.4) 的 解 #。 
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证 明 类似 于 引 理 5.5 ;我们 需要 证 明 
02 — a, X0. < CAE — EGR + £) 
z€ [;i, G + 1241, (4.9.6) 

其 中 a* — 2, 满足 

G*—ZZ) 1 

fru +, VP”— $B) 

— (g, VU — (= * V), 

类 似 于 《4.9.3), 我 们 作 分 解 


&*G) а — HO) + У) 0и, 


则 
du = (GÀ, * Уй, — G - VOR P), 


同 理 
(д 一 1G) < CK. | (4.9.7) 
18138 4.7 中 已 经 证 明了 | | 
[Са — 3, C2) lh < [(&* — a, CIAL. + c+, 
于 是 
ION < Сы = a, X ils T CR 
< C,||Ca* yag 0С) + Ck. 
FERS) (4.9.7) IS (4.9.6) 式 。 证 明 的 其 余部 分 与 引 理 5.5 48 
fal. WEE. | 
最 后 可 得 以 下 定理 。 
X292 ic < 了 ,wmvf AIK, ORM 1-1, A 
R, 1<r < :, WHE k >o, f 0<k< k 时 ，(4.5.1) 一 
《4.5.8) 的 解 满足 
lz,COl, |< CO], М, reto, T1. 
|š,G) — “б, + eye) 一 ze < Mk, 
1€ [0,T], 
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其 中 常数 k. M.M ， 只 依赖 于 常数 .>,s,T， 区 域 0, 算 子 ө, 
数 fm AR u, 
”附注 我 们 在 第 四 节 的 结尾 已 经 知道 ，& < k 这 一 要 求实 
际 上 是 可 以 去 掉 的 ， | 
最 后 ,我 们 应 该 给 一 个 算 子 日 的 例子 , 作 财 子 空间 7C L'C2), 
8€V 的 充分 必要 条 件 是 存在 o € HXQ), 以 及 常数 ci;,i = 
SN, 和 使 


—Aq = 6, (4.9.8) 
дт! 一 0， (4.9.9) 
On lae 

vlr, — 9, elr; = c i= Lyte NY (4.9.10) 


WORM LO) SVVIETHEB-T, ER we (HOY, + 
о = —VAÀu, FS 0 = Qo, 由 8 确定 ?与 a4,-…,cw， 然 后 令 
v= @u 一 YA， 我 们 证 明 @ 即 符合 要求 。 f <€ (НОП 
X, ЕЙ о, 使 pir, — 0, o — —VAw, Wi o = —Ao, T 
是 оєУ, RIA Qo =o, FE @x = #， 因 此 8 是 一 个 投 
B, 30 1135 UEBH Ө ПУН LEE ,考虑 一 个 边 值 问题 


—Аф = Qo, 
К дф ; ... 
pjr = 0, Bn ir =0, i= 1, ‚М, 

它 有 唯一 解 ,并 且 有 估计 

lol < СО. (4.9.11) 
FH ОЛЕ | 

10|, < iols» (4.9.12) 

再 根据 迹 定理 un 


leloa < СПФ. — 
但 是 现在 Qo € V, Alt Ф| c RAE | 
[cil < Chole (4.9.13) 
我 们 作 泛 函 | 
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RCO) = + (8,0) 一 (8,0), 


则 Qo 满足 
R(Qw) 一 minR@), 


定义 一 个 子 集合 V,CV, ER OEV, 的 充分 必要 条 件 是 :66 
LXO), 并 且 存 在 p， 满 足 (4.9.8) 一 (4.9.10)， 其 中 ci ЖШ o fü 
定 的 , 则 | 

R(Qw) = minR(0), (4.9.14) 


Ф Y,—(o€H'(0)olr, = 0, elr; = ср, j= 1,550, N} MH 

GEV, 的 充分 必要 条 件 是 0€ L(0), 并且 存在 o € Y., 使 
(уф,уь) = (0,7), Wee HCO), 

ГД vid Lagrange EF, ARA 100) X Y, X HO) LORE 

E 


R(0,o, v) = + (0,0) — (0,2) (Ye, vv) — (8,0), 


则 (4.9.14) 等 价 于 : Ж Qo, ф, v, 使 RiCQo, v.v) 0, BB 
(Qo — — 0,9) = 0, ve LO), | 
(Vo,VX) = 0, vz € HKO), 
(Vo,vw) —(Qo,w)-- 0, Vi € HCO), 
于 是 Qo, o, v 是 如 下 边 值 问题 的 弱 解 : 
Ay = 0, 
-Ар = Оо = o +y, 
| 9| a 
On lao , 
| 9|rn9, o|r; = ci Sl, Na 
消去 "得 Ap 一 一 Ao， 设 整数 m 2 2, w € HO), шы 
型 方程 的 估计 得 pEHetCO)， mE 


lolai: < CClA vll, i 2 les]. 
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以 (4.9.13) 代 人 得 
(a < Clo les 
H 8u= V^o 得 


les], < Coll, < СЇ]. (4.9.15) 
353—331Bi |, H3C4.9.110(4.9.12) 8 
ell, < Clloll, 
Ax Qo €V, Brel ФП АЖ o, 因此 
lezl < Chall sx С, (4.9.16) 


由 《4.9.15)《4.9.16) 和 内 插 定 理 ， 可 知 Ө ERTER lell 
‘21 都 是 有 界 的 ， 


510. 紧 性 讨论 


我 们 的 收 雍 性 定理 都 是 在 解 充分 光滑 的 前 握 下 证 明 的 .这 个 
RRR. NOME m i， 不仅 要 求 它们 充分 光滑 ， 而 
且 还 要 求 它们 满足 一 定 的 相 容 性 条 件 ， 此 处 的 相 容 性 条 件 是 非 局 
部 的 。 例 如 Heywood 和 Rannacherm 中 证 明了 ,要 求 lal Е 
opm 0 附近 有 界 的 必要 条 件 是 如 下 的 超 定 Neiimann 问题 有 解 : 

Lap, — VfCx,0) — (ж, * Vu), жоң, | 

1 

P 
对 于 给 定 的 函数 m, Р, 这 个 条 件 是 很 难 满足 ,也 很 难 验证 的 . 


在 本 节 中 ,我 们 各 开 这 些 高 阶 的 相 容 性 条 件 ,而 只 要 求 一 个 很 
自然 的 连续 性 条 件 | | 


TPs оди + 508,0) — Gn Vms fE DO b. 


Wo| sea0 = 0, 
ЖИН ЖЕ ,我 们 讨论 近似 解 的 收敛 和 。 首 先 ,我 们 在 不 恨 定 解 存在 
的 条 件 下 ,证 明了 局 部 收 钱 性 ,然后 在 假定 解 存 在 的 条 件 下 ， 证 明 
了 在 解 存在 的 区 域内 的 收敛 性 ， 然 而 ， 我 们 已 经 无 法 得 出 前 面 各 
PHBA UE, 
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为 简明 起 见 , 仍 讨论 三 维 、 有 界 、 单 连通 ,并 且 边 界 充 分 光滑 的 
KR, RIZR wecxnan(io»ynGarco»y, FRI. 8 
实 上 ， 这 些 条 任 还 可 以 减弱 为 对 光 谓 性 要 求 更 低 一 点 的 条 件 ， 此 
处 不 报 详细 讨论 ， 可 以 参看 我 们 的 有 关 论 文 。 人 
(45.0658), Xue Bait l-le > 1, ж, 

令 ñ = f — Cys VOR, STIERR j, udis 


{+05 
u (jk — 0) = ea. 十 > adis i К ' OP} r)dr 


iag 


[CE E) d Gr1)k 


+ 5 f. eit-r)A i js (I E! DO : 


(4.10.1) 
由 于 Euler 方程 只 有 局 部 存在 定理 ,暂时 我 们 还 不 知道 格式 
(4.5.1)—(4.5.8) 是 否 有 解 ， 这 一 点 将 在 下 面 的 证 明 中 逐步 明确 . 
下 面 的 估计 是 在 格式 (4.5.1) 一 (4.5.8) 的 解 存在 的 范围 内 进行 的 . 


5192101 Z ¿< <>, j 


ll Gk — OD, < C, + [^N Gk — r) Far) Bar, (4.10.2) 


其 中 :一 2<y < +, 常数 Cu 只 依赖 于 и, fs HRM vs AF Ө 


和 区 域 О, 
ЖЫЯ ”我 们 估计 (4.10.1) 右 端 各 项 的 外 小 范 数 。 其 中 第 一 项 
Еб 第 一 、 三 项 可 估计 如 下 : | 


|: > e nici map" ч к 8Pfh(r)« | 


2-0 


= C >| H мш” € 45e Pf Cds 


«c > (G — ЮЗ А PFC dr 
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， pee ae RE ———————Á——— - - зле с 


«c t Gk т) Florio har 
«c Gk — r Nar. 
=з 


ge. e "14—704 Е E ae @) PI Datar l 


| 


i Gok ат. Genk of 
«c» A? MORE SE A: (1 — 9) 


. РС 484, 


(+1004 


«c | "Gk т) T ar i. ТСЕ 


G-r Dk 
- colts 
ZEE, j = i+1 时 | 
(jk — i) T" — (jk А p) Y 


T^i 


E E) T 


GT" Gi D T <C. 
| буз 
няння 
с > Gk - HT, MEI rea) ls 
«ci Gk—- eeu’ 
另 一 方面 ,由 引 理 4.3 


Wl < Wl + NC, * v lh < Wl, + сї. (4.10.3) 
于 是 就 得 (4.10.2) 式 . 证 毕 。 
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定理 10.1 设 2 一 :一 5, 则 存在 正 的 常数 如 与 T. EB 


що<А<А, ST, Hj, lz, CII, 5 ГАО 关于 到 一 致 有 
A. 

WEB] REM 4.1 的 证 明 一 样 , 取 常数 C, 与 C,, 06, (4102) 
AMF = 0 也 显然 成 立 ， 于 是 如 果 (4.4.23) 式 成 立 , 就 有 


lC <c(c.+ i+ с, Gk — 03 ioar), 


dese G + DR. | (4.10.4) 
取 | | 
MAC + 1) 1, : (4.10.5) 
再 按 引 理 5.3, 取 常数 C,, 现在 为 了 避免 符号 重复 ， 把 它 记 作 Cv 
然后 按 (4.4.34) 取 匹 。 这 样 ,在 保证 Ml < M, 的 前 提 下 ， 只 要 
km, WA (4.5.1)—(4.5.8). 的 每 一 步 的 解 都 是 存在 的 ， 并 且 
(4.4.237 成 立 ， | 
对 于 取 定 的 步 长 存在 TOO < T, 使 得 在 区 间 L0, T, COD 
+, fm COM, < M.. RipHCA. 10.45, (4.10.5) , TE IX [B] E 
IROL < M, —1- cT" т) t'u a Colar, 


其 中 je [ekl & pG) 一 sup aCe Dis 则 有 


i 
D 


IRON « M, — 1 + c Gk — r) Mee 


«м1 | Gk — rE Moe + ЮМ, 
作 变 量 替 换 тг} т 得 

lal, < Mi 1+ CT муат, 
XT: 取 上 确 界 得 

oO) < M, —1- са Mié Cds, 
以 уб) 记 积分 方程 | 
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y0-—M,—1-cC | 《 一 EE M y(r)dr 


的 解 ， 则 oe) ж уб). HER [0, T,] 上 IOl < Mio RJ 
TAK) zT, Wb TO 有 正 的 公共 下 界 ， 关 于 |e GI. Ha 
计 与 定理 5.2 一 样 ,证 毕 ， 

在 作 了 一 致 有 界 狂 的 估计 后， 我 们 可 以 着 手 证 明 收 癌 性 了 ， 

定理 10.2 在 定理 10.1 的 假设 下 , 当 k— +0, thy E LO, 
T Gr о уууч, ИРИК = OG (4.3.1)-—(4.3.4) 的 解 。 

证 明 + 

ог) = e "Ag + | e "0 naj Cr dt, 


我 们 先 证 明 oy) 一 Е 的 极限 为 零 ， 由 《4.5.9)， 当 re Cis, 
G+ 14), 


y(t) — ulik — 0) + P pfils)dr 


+ 
== 2 TRA, + > p ӨР}(т)ат 
і=0 


P-l(GkDÀ ийсе: "m" га " dtd 
+ Xi. € E EU G — ®Ө)РЬС&)4&4т 
«f PRG. 
5k 
把 v, 也 写成 上 述 形式 ， 


vle) = eu, 十 go" PAO PEC dr 
+ f етар — ӨуР}Кт)т : 
q 


itok 
——À x ON MOP (dt 


ivo! 


т ы ny E Q — 8)Pf(r)didr 
jeg k a 


5t 


+ f e 79A PET, 
SH ,它们 的 表达 式 中 各 项 都 互相 对 应 。 下 面 逐 项 进行 估计 。 
Ne — е4), < CAFEA — ¿“rikaa || 
一 Ce — муд, 
因为 AT e X. EO rm e 在 X 中 关于 :连续 ,所 以 当 
《一 十 0， 上 式 右 端 趋 于 零 ， 现 在 估计 第 二 项 ,到 "e (: 一 2, 1), 
得 


1-1! 66404 : — 
| | A (e 704 一 «70794 )ePi (га: || 
1-07 4 : 
A (toby (GOR 
- I. dif (| vde Ade ePi oae 
14 


1-0 ik з—т 


+k 48 0—04 | r | 
| ¿(j vAe*AdE) POP H(r Ihde 
т 7 


«co 


1x9 ik 


«c So Pr tug Icon 
0746 1—7 

«c У jt ка š es Ce а 

a C “£ U Mita 


<с “Y „зар VAC hse 


FAC 4.10.3), vi. 我 们 再 估计 第 三 项 ， 在 的 表达 式 中 
把 “写成 *，z 写成; WA i | 

| з кы qe zt durs = eet dtar) 

oe 


«2j 


TTL 


faë as Саа, 
(4.10.6) 
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iuRor—c:Ijb— t, Йй 
frr tal eene 

如 果 г с, N 
ва [е а, 


Б Ж 4.10.64 AT ER 
C sup icon 2 (ee 


ik Fa 


+ |o pt E {йат 


t-r 


< СК sup WC 
Hi( 4.10. 3), 它 也 趋 于 要 ， 最 后 
1р emm rione] < ch o о зыт, 
显然 它 的 极限 为 零 ， 又 由 引 理 6.2。 
ff, васта ETT 


— c f WG) — Ga уыт 


c | OKON; + la. CO CO oar. 


(4.10.7) 
FHS} 5.3, 


lnk- Op ORT. 
由 初始 条 件 (4.5.4)， 


WGA «ck. 


再 利用 第 二 章 定理 42, ЭҢ k 充分 小 ， 条 件 (2.4.16) 总 是 可 以 满足 
的 ;由 (2.4.17) 得 


le CO < СС ЮВ + < CHT +1), 
С +, 


r€ [jk Ci + 1241. 
于 是 当 k> 0,041107) 的 极限 也 是 零 。 总 之 ,我 们 有 


PRO) == e774 y, 十 J e "654 Cr dr + R,CO, 
05:7, ` (4.10.8) 


其 中 当 koe H0, RC , ) 在 L'O, TCH CO) 中 趋 于 零 . 
我 们 取 о <, k< ko 864108068 


BRC) — a0 = | emm OG vo — GG, RO 
+ R) 一 Ri) 
— | eA PCCE ууй, — i) 
TOR — ig) + у), т + ROG) — ROD 
取 (ern 1), 则 有 


I — BIOL, | | 
«c [a еар + ууй, — А) 
GT ж) уа + RR 
c 6 — 0 i IG, XG, — RO + (Ой, — а) 
„ууа lar + {ку — Rub. | 
由 引 理 4.3 得 B 
Ka, — BACON < c (ә Ql ed Faldt 
+ IR, — Rall. | 
c | G — 05 Кә — a XO + M Ral 
对 应 的 Volterra 型 积分 方程 是 
ко c SG ту Gr йк, — Rall 
ш Б, 0,2 dE LU(O,T,) PRPS, 因此 š, E LO, Ty 
+ 95A * 


GTCO))) 中 满足 Cauchy 条 件 、 以 # 记 它 的 极限 ,在 (4.10.8) 中 
取 极 限 得 


ult) = e 44, + | eg 707 DMCI(É T) — (a+ VO9uMr., 

Bil “为 解 。 证 毕 ， | 

定理 10.3 在 定理 10.1 的 假设 下 , 如 果 问 题 (4.3.1) 一 (4.3.4) 
有 一 个 解 <€ L"(0,T; (G9) У k ЭУ v ,(4.5.1—(4.5.8) 
的 解 在 +€ [0,T] ARN, HEH Eo +0 时 , 它 在 L*(0,T; 
(H'(9)») 中 的 极限 为 x。 

TR RM, 为 待定 ,从 而 由 (4.4.34) 确 定 k. EE k < 如 :如 
前 定义 Tk), RE 10.2 一 样 可 以 证 明 | 

ll, — «Xll. 


с [о ry Ка Ee + ML: 
‚ 0 =<: < T. (4.10.9) 


引进 对 应 的 积分 方程 , 即 可 估计 得 


tup, Kar — OO < c E [ROL 


我 们 注意 到 在 定理 10.2 的 推导 中 ， RAC) 实际 上 FA fk MF 
T): FÈ і | 
sup. ét < < sup „19601, + C, sup 18601. 


| (4.10.10) 
ER TO, Widi(4.5.15518 
IG — ealik — Oll < Ck. sup Hzr + UFC dh). 


-Dier xi 
由 《4.5.10), 在 区 间 [G — 10 4D 上 
lb COT, < Tee 979 ^ez, Gk — ODI, 


+ f 
14 


m r<(s—2, i) БЫ 


Я 1 P(I — 6)uCik — 0) | 


dt, 
з 
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luge, < Cz Gk — 0), 
c DOT sup Cli Cl 
+ Ко. 


再 利用 (4.4.23), 在 区 间 Di, Ci + DA) 上 
lla Col, < = CACC leek — Ol, 


+ sup Cli COR + COO) + 0. 


G-D&X&t 
(4.10.11) 
RES м, = carne ll CGO], M; = CLC(M; + 22 + 1); E L^ 


满足 (4.4.34 7 以 及 
KT sup (CM, +1F + ON < 1, 
EIST 
和 
C, $up IR COM, = 1 ? & * k. 
0«:«T | 
RAVE, AY bend, Bb, TAT. BRR, Wi 记 使 ika 
TÈR) 的 最 大 值 。 则 由 (4.10.10)， 


=< 
-PR 1,01, < M; + 1. 


RAGIO li CO, < Mi, 于 是 G + DR TOO, FH 
T. 
最 后 ,由 (4.10.9) 得 
Em ls, — ul|lz*«a. iari» = 9. 


WERE. 
SIL 支 集 在 边界 上 的 生成 涡 旋 


如 果 按 照 第 一 章 第 3 节 中 引 人 涡 旋 生 成 算 子 的 原始 想法 ， 产 
生 的 新 的 涡 旋 的 支 集 是 严格 局 限 在 边界 上 的 ,这 时 解 的 奇 性 很 天. 
另 一 方面 ,随机 游 动 方法 在 处 理 边界 条 件 时 是 有 困难 的 ， 在 通常 
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的 计算 中 并 没有 完全 遵循 边界 条 件 。 于 是 很 自然 地 产生 了 一 个 闻 
Ei: 在 这 种 情况 下 ,粘性 分 离 是 否 收效 ? _ 

. Beníatto 与 Pulvirenti 得 到 了 一 个 很 有 趣 的 结果 。 他 们 对 
于 半 平 面 上 的 初 边 值 问题 ， 证 明了 上 述 格式 的 收敛 性 。 半 平面 的 
一 个 好 处 是 可 以 通过 到 演 把 流 场 延 拓 到 整个 半 面 上 去 ， 然 后 在 整 


个 平面 上 解 扩散 方程 就 是 十 分 自然 的 了 。 
it ОСЕ? ерш {x € R352, > 0), 在 2 上 考虑 问题 
S (sv) + L Vp vAn, ` (411.1) 
| Vue, | (4.11.2) 
s|. 0, ` (4.11.3)- 
z |,= == ж. ‚ (4.11.4) 


设 ulik) 己 知 ,在 Lik, Ci + 1382 士 求解 的 格式 如 下 
第 一 步 VERE S 
uy хү,х ik) == С — rik), x; < 0, 
uy n x 54k) - uy alti taik), xz < 0, 
其 中 < = (ukata), & 8o, 一 —V A u, 不 难看 而 
8c, = o, + f(x,)6(z,), 
oa 5%, ik), w 77 0, 
S aa as z « 0, 
š f(x) = 28610, + 0,44). 
oC +) 就 是 通常 的 5 函数 。 
第 二 步 , 解 全 平面 上 的 热传导 方程 
= vAo,x€ R2,z € (ik, G + 1545, 
w, (ik) = Вор, 
与 通常 一 样 ，w 与 速度 ú, 的 对 应 关系 是 
—Ad, = wy, x€ Q, 
Pi | ,m0 一 0， 
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HW, = vA dy. N 

第 三 步 , 在 @ 上 用 显 式 Euler 格式 解 Euler HH, . 
x(t) = GCIR) — G 一 RCR) © те, GD, 
其 中 | 
i SUR) = uu CG + 1k — 0), 

@y= —VAAS, . 
最 后 令 GHIR) = KKG tk 0), RRT- 
定义 范 数 如 下 : WARP z, By Fourier 变换 为 j, 则 令 

MA | зор СР, 


. 有 如 下 的 收敛 定理 : | 
定理 11.1 如 果 a, Є WCO), ap x,, +0) = 0, ор 一 立信 
1990.1 < +0,0 xo < 6,0 < о, =< 2, 则 对 尾 意 的 PE 
i 
(т) ж | | 
| Jim lec 一 ext 0, 
其 中 o = —V As, 5s 29(4.11.1)—(4.13 3-22 RR, 


本 定理 的 证 明 很 长 ， 我 们 只 给 出 结果 。 有 兴趣 的 读者 可 以 查 
Pl BR. * i 


BAR 随机 涡 团 法 的 收敛 性 


1. 概 x 


Chorin 【1] 在 计算 绕 流 问题 时 ， 采 用 的 是 分 步 方 法 。 第 一 步 
FRALEY Euler 方程 ， 这 一 部 分 的 理论 我 们 已 详细 讨论 T. 
第 二 步 用 随机 游 动 方法 来 模拟 扩散 ， C. Marchioro 和 M. Pulvi- 
venti [1] 证 明了 在 二 维 情形 通 近 解 弱 收 敛 于 走 解 ， 但 Navier- 
Stokes 方程 是 非 线性 的 , 若 有 逼近 解 不 强 收 敛 于 真 解 ， 很 可 能 也 就 
TAE. Hald [3] 证 明了 对 带 边 界 的 扩散 方程 组 随机 游 动 
方 靶 的 强 收敛 性， 这 是 首次 证 明了 质点 在 边界 生成 而 满足 边界 条 
件 的 随和 机 游 动 方法 的 强 收 伍 性 。 Hald [2] 证 上 明了 有 反应 扩散 方程 
的 随机 游 动 方法 的 强 收 倒 性 。 不 幸 ，Hald 的 方法 不 能 一 般 化 到 
带 对 流 的 方程 。 一 个 重要 结果 是 由 Goodman [1] 首次 得 到 的 ， 
他 证 明了 二 维 的 随 坝 游 动 涡 团 法 在 相应 的 概率 意义 下 确实 强 收 化 
CF Navier-Stokes 方程 的 解 。 但 Goodman 的 工作 有 以 下 三 个 方 
面 的 局 限 性 : 

(1) 收 化 速度 不 是 最 优 的 ,粗略 地 说 收敛 阶 应 为 N-#, 其 中 N 
为 在 计算 中 使 用 的 涡 点 数 . | 

(2) 他 要 求 光滑 参数 е 大 于 或 等 于 Мио, 这 
里 h~N 为 网 格 大 小 . 

(3) 因为 初始 视点 的 位 置 是 随机 选取 的 ， 从 而 没有 抽 术 误差 
关于 粘性 " 的 依赖 性 。 

`D. Long [4] 把 路 机 祸 团 法 看 作 无 粘 涡 团 法 的 随机 扰动 ， 有 而 
克服 了 以 上 困难 ,对 时 间 连 续 的 随机 涡 团 法 得 到 了 谭 亮 的 结果 , 且 
基本 框架 与 无 粘 涡 团 法 的 基本 框架 很 类 似 ， 下 面 第 二 节 我 们 将 主 
要 以 Long 的 工作 为 基础 ;介绍 随机 消 于 法 理论 发 展 状况 ， 
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在 整个 绕 流 问题 计算 中 , 误差 有 很 多 来 源 , 依 赖 很 多 参数 。 总 
的 误差 由 粘性 分 离 .无 粘 Euler 方程 的 和 逼近 、 光 滑 、 抽样 等 导出 ， 
对 这 些 误差 单个 分 析 已 有 相当 完美 的 结果 。 

Burgers 方程 通常 被 看 作 Navier-Stokes 方程 的 一 维 模 型 
S. Roberts [2] 对 一 维 的 Burgers HRS AB RE EIE, 第 一 次 证 
明了 对 流 项 允许 有 激 波 存在 的 随机 游 动 方法 的 软化 性 .。 其 后 ， 
Е. G. Puckett[2] 对 一 维 的 Kolmogrov 方程 也 得 到 了 类 似 结果 . 
本 章 的 第 三 节 将 以 Roberts [2] 的 工作 为 基础 , 介 始 随机 游 动 方 
法 对 Burgers HRA RIERA. 


$2. 随机 涡 团 法 收敛 性 


1. 一 些 预 估计 
不 可 压 粘 性 流体 Navier-Stokes 方程 为 
i Ar у): 十 VP = „Ди, 
. vac 0, 
BH» МАНЕЖ Ж, at 流 函 数 形式 为 
+ (u * V)o = удо, (5214) 


or £ 
u(x,t) = кж wlx, t), 
以 下 我 们 设 a(z, D 36206 ELE XR. HT Vou, 


《5.2.1) 能 写成 


Že + V+ (uo) = vAw, 7 (522) 


FARE RRORI, CS2.1)8U8 27 3, (3.2.2). ole) RR 
是 前 方程 又 是 后 方程 的 解 , 则 有 极 大 值 原理 ,对 : > + A 
sup об») < sup (2,5, | 
HART 
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P LAM Z= —— 一 


| р) = E diss da 
是 不 变 的 。 
假设 速度 场 w(x.r) 充分 光滑 、 随机 涡 男 法 由 对 (5,2、2) 的 概 
率 解 释 而 来 。 (5.2.2) 的 质点 轨道 的 逼近 为 随机 过 程 XCar), 
f 之 0。 由 下 面 随机 方程 定义 


dX(a,1) = u(X(a,1),7)dt + y 2vdW(D, (5.2.3) 
ЖИЙ 25 | 
| , X(a,0) = a, 
这 里 WOO 为 在 R: 中 标准 的 Wiener 过 程 ( 布 良 运 动 )， 由 于 扩 
散 系数 V 2 为 常数 ，(5.2.3) 等 价 于 积分 方程 


X(e,t1) = c + f u(X(a,),5)ds + /29WQ) (5.2.4) 


HT we) 有 连续 的 随机 轨道 ， 则 (5.2.4) 可 由 随机 轨道 来 解 ， 对 
г) RE 随机 轨道 e(t), 积分 方程 


Ela, ) = а + f «(&(о, ғ), sds + Sits 


有 唯一 解 。 在 随机 涡 团 法 的 证 明 中 ,我 们 将 利用 这 一 特殊 性 质 。 
抛物 型 方程 (5.2.2) 和 随机 微分 方程 《5.2.3) 之 间 的 基本 关系 
是 (5.2.2) ВЕЖА CARER) G(z,r; as) 为 随机 过 程 工 的 转 
移 概率 密度 ,到 Sen 150,5) 为 质点 从 时 间 s. 8 = SIN Is, fr 
Ж * 的 概率 密度 . 
从 上 面 讨 论 ， наредат (5.2.3) =. нанети 
表达 式 


«Gu m | К(х — узобу, суду 


Ki — y) [| G(y ,:;a,0) (o, 04| dy 


oF 
e If. K(x — y)GCy,430,0)dy | aa, 0)42 
je 


=“ 


" E[K(x — X(o,1)]o(2,0)da, 
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这 里 EY 表示 随机 变量 Y 的 期望值 。 则 (5.2.3) 有 表达 式 
ао) = {| | ETK (аг) — XC, JoCa 4d] d 
+ M Id W G) (5.1.5) 
这 里 Е'К(Х(а, £) — Xle, г) Ж EKC — Х(а, 2) Ж х= 
Х(а,г) RAE. ° 
方程 (5.2.5) 很 象 无 粘 情 形 时 质点 轨迹 公式 ， 自 然 地 ， 我 们 在 


随机 涡 团 法 中 用 随机 过 程 XC 和 XXO REAM RAR 
点 轨迹 8,00) AX), Bl ХО) 满足 方程 组 


аўд) 一 {5 к KK 一 - AF] + Vaya (D, 


初 值 为 
X00) = X 
XG) 为 (5.2.3) 的 解 
dX Lt) — и(Х Ко), 2)dt + М?» Xt) | 
B5 8.) BRR Х,(0) m X,, KB WA) 为 独立 的 标准 
的 Wiener GH. H X,€ J, Hp ЈН Е oK) 9e 0 的 点 组 
BR. a | Š H à $ Ы ия - 
由 于 质点 的 初始 位 置 选 在 客 点 上 ,类 似 于 无 粘 时 估计 ,店面 引 
理 对 我 们 的 分 析 是 很 本 质 的 ， | 
8139 2.1 X; Х(а,г) 是 (5.2.3) 的 解 ， 其 中 s € C*CR’ X (0, 
TD, 2223, А «(- м) Z8 LVIgsdo SU XE X Tla, 
t) = {Ef(X(a,8))} (а), 这 里 了 为 期 望 算 子 ， Íg € СЕ”), T 
的 支 集 包含 于 有 界 区 域 QDsuppg 内 , 则 有 


|= Pops ig — | ， гар) а) | 


«CH тах lesa S; | 1976714 


PIFTIESA Га! «А 


+ >` sup one. (5.2.6) 


18141 ui 
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这 里 R0, C BEST TIL, max lâ slon. 
<<, 


证 明 在 第 三 章 的 引 理 2.5 中 , 取 p 一 1，m 1. 直接 微分 
T, 我 们 知道 Orr 和 or 为 有 限 项 之 和 


E [COA TI Xe] E. 20 
ШАКА 


这 里 Bs shop 为 多 重 指标 ， 0 s 181, [2] FIM < L, 因此 我 
们 需要 估计 9°Х(а,г) 的 界 。 通 过 微分 


X(a,8) =a + f u(X(a,s),s)ds + J 2»W () 
得 到 积分 方程 


WS š 

Bs X(o,1) = ( a -+ А Vu(X(a,s),:) da 0707048 

£ Xena) = (9 十 | Vu(X(a,5),:) 22. Xd, 
E Xle, 5 “сг 2 Хо) 有 


dé seal <1 +f Vallone |2 rm 


сха г) 


di, 


L] 


hij p s 不 等 式 

‚ |£ x69] < avua). 

м. p 的 积分 方程 为 . : 
6'X(a,1) = уса 十 f (Vul X(a,5),5:))0* X(n,s)ds, 


这 里 Y(0 是 (0*X(X(a,s), ғ) 和 0^X(o, 5) 的 函数 ， 且 1 < 
jal<ivl, 1 lel < | 一 中 。 由 对 > 的 递归 和 Gronwall 不 
等 式 有 


IV allos XG. 2 |а. 


là'X(a,D| «C, 1«&|v| < L. . (5.2.8) 
这 里 C 依赖 于 max l0" vll, LAT, 


ser led 
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Y эчте 7 Tossa ir бше ашыгы ea з 1 


由 (5.2.7) 和 (5.2.8) 有 - 
aL [ ot 
Ort You = jm 2 P(a)|da 
al Gat 
KC max [д Dy | IECOIDOGGS de 


0<181<2. << 


га) |da 


< C max |Ә. j E| Ə*f(XCa,))1da, 
0<181<2 „349 


1« d < 
(5.2.9) 
类 似 地 由 (5.2.9) 可 知 ,， HAFT le 937,6 


f E LOKA Cas) [do 
=Í {1990016 еза, ota 
D JR 


- ju || GC, е, 04 | 8^f Cx) | dx, (5.2.10) 
这 里 @G 为 (5.2.22? 的 基本 解 ， 函 数 
v(x,t) - Ko 


”为 涡 方程 (5.2.2) 初 值 为 vC ;0) 一 хо 的 解 ， 其 中 Xa 为 8 上 的 
特征 函数 
1, x€ 2, 
te 6. x € 9, 
由 于 sC) 既是 前 方程 又 是 后 方程 的 解 ， 由 极 大 值 原 理 和 涡 的 . 
守恒 性 质 , 则 有 


0 « v(z,t) < 1, 
| ход, = Areal, Vt > 0, 
这 里 Area 表示 一 个 区 域 的 面积 。 因 此 (5.2.10) 有 合计 
js аео осе, daas 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 


= (өтсе ios Ade 


«| [8?f Се) | ds + Area Osup] O7f()1], (5.211) 
1*1«R *2R 


Hi (5.2.9), (5.2110), (5.2.11) 和 第 三 章 中 引 理 2.5, 可 得 引 理 2.1, 


下 面 引 理 在 稳定 性 估计 和 抽样 误差 估计 中 是 至 关 重 要 的 ， 
引 理 2.2 (Bennett RSX) AY, 为 一 个 期 望 为 者 , 独立 有 


界 的 随机 变量 , 变 差 为 of, НӘ [Yi RM, & s— У) У.Р 
3e Bi] Va > 0 时 有 


f Píls| > 5) < 2езр | Lv bcn 7). (5.2.12) 
这 里 
B(4) = 212—2[(1 二 4)ln(1l 二 + 2) — 14] > 0, 

lim B(1) = 1, B() ~ 2074, MH 100, 
引 理 的 证 明 可 参看 Polland [1] 附录 B. 对 R: 中 随机 变量 
Y,、 对 两 分 量 利用 (5.2.12) 可 得 | | 
P{|s| > n) < 4exp [- 1 sva]. 
2, 对 固定 时 章 的 相 容 狂 . 


有 了 上 面 这 些 估 计 ， 下 面 我 们 将 把 相 容 狂 误差 分 成 三 部 分 进 
行 估计 。 


lu.) — (5,1 У K.G — XO ort — 2G 0] 


=< P» K,(x 一 XA oF 一 之 EK,(x 一 кыек 
+ I EK x 一 ХК) — " K(x — у)о(у,ғ)4у | 


+ in K(x — yoy, t)dy 一 j. K(x — yoaly, 22| 
— 抽样 误差 十 离散 误差 十 矩 误差 。 
[ELTE 


"НИ CRA REM, 3EB ¿< W^" (RD), 并 且 设 对 于 
WM ba, BAfrG2 mu. BUH, XH 
差 我 们 有 

If. K,(x — yoy, 2)4у 一 | Ke — yay, dy 
R 
< Cet, 
对 离散 误差 ,注意 到 | 
| ке — y2o(y,t)dy 一 [EKC — X(a,t))o(a,0)do, 
利用 引 理 2:1, fO) 一 K.G — у), ela) = (2,0) 可 得 


5 EK,(x 一 HOW. — i, EK,(x — X(a,t))o(ao, 0)da 


«Ch { |8"K.(x — у)|4у 


2 jos 
У] sup [O"K,(x - у}. 
p«Irierls-»l7& 
BAR KR O—suppe(e, 0), HR R = max(1, diam O), 
”我 们 可 以 利用 第 三 章 引 理 3.4 估计 花 括 号 中 的 两 项 ， 以 最 高 阶 项 
为 例 ,这 了 时 Iri = L 由 (3.3.5) 得 i 


|87K,(x 一 y) =< — 


Een 
X 
I arK, Caz < LR | 67K. (X) ldz 
ES ion Lore @ in 
B (3.3.3) Яп (3.3.5), 


| 3i Ek G — xod — |К — 00.00 


= С (2) 
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RACE L, MEG «GO 的 L” 界 及 空间 导数 至 到 工 十 
1 的 界 和 的 直径， | 
本 小 节 的 主要 任务 是 利用 Benett 不 等 式 估计 抽样 误差 , 令 
Y; = (0 [К.х — X,G2) — EK. (x Xh 
BRA 
EY, = 0, 
& 
IY; «CES, 

右 端 记 作 对, 以 Var 记 变 差 , 则 有 

> VarY, — P (E|K,(* — XC) |? 
А — |EK.(x — X(G) o; 

< У) EIK. — XQ) tod P, 
对 РО) 一 IK.G у), £o) 一 oa, 0) BERIRISIE 2.1, WI 
积分 


人 IK.Cx — Xa mutas 0da (5.2.13) 


Bit ELK. — XO) tol, ines с(#). 这 是 由 


+ кс 一 常数 - |VK(Cx)|, 利 用 第 三 章 引 理 3.4 得 到 的 。 注意 
到 i 


| E|K.G — Хо, oa, 0)do 


一 | | Kile — У) GG 1;2,0) (a, 0)dyda 
оң 
一 үн | KiCx 一 DRIN GG 15a,0)0'Co,0)d2] dy. 
这 里 G 为 格林 函数 ,由 于 | Gro 004 0)do 县 是 前 方程 又 


是 后 方程 的 解 , 它 的 LT 范 数 和 L 范 数 相对 于 初 值 有 界 ， 因 此 令 
R = max(l,diamQ),《5.2.13) 有 界 如 下 ; 
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с, f К.х — у) 24у + sup [K(x — v] 
МЕ ТЕ-4 4 Ix—yl>R 


«cl IK GO ах + | 
КАРА 4 


|К. C) dx 十 cj 
E&Izl«R 


72, 2 R 
«cle e dns + cj 
«x C,(ins|, 
因此 我 们 得 到 
>) Vary, < С№| 8], 
右 端 记 作 И, KC 依赖 于 L. REE s(x.0) 的 L” 界 及 至 到 


工 十 工 阶 导数 的 界 和 区 域 9 的 直径 ， 
由 Bennett 不 等 式 


P [|> r > смак | | 


< sexp{— + Сн] inhi VBL MCCA] In| PV} 
< exp{—C,C?| In 47] Ine |“! * BLC,C,he~*| ln Al | Ine [ Ч} 
` < ехр{ — C,C |In &|*| loe | 25 j 
= exp{—C,C |in&|} — A^, Я 
如 上 所 述 ， 我 们 证 明了 在 时 间 +, AAs, 除了 概率 小 于 
&6€ Hh (C, > 0) 有 估计 i 
h L 
[#*(х,:) — u(x,t] < C G + (4) +в]. (5.2.14) 
以 后 我 们 将 用 a < p 表示 对 充分 大 的 C 除了 概率 多 项 式 快 至 
Hjh a < b, 
CROAK, WE BCR) ABA Z= hk. K, RTF 
于 С, BAS 外 ,由 (5.2.14) 有 
max Ju Zast) — #201 «€ [= + (+y: 4- | №1. 
| (5.2.15) 
令 X; A X, 的 独立 形式 ， 由 K,(0)= 0 和 (5.2.14) 可 知 
‚26 


ETN mare a -. Ó rn . ожо s í 


max |u?) + K.(X 0 一 Xoh — ul K), e) 
< C Б + (Ey + alin al]. 


因为 IK. (| < ce, 可 得 
max |ui Ce) 一 «(X;G).01 


4, NL 
«C [e +(4) є uL (5.2.16) 


(5.2.15) Яп (5.2.16) 都 是 在 固定 时 间 z 对 离散 速度 的 fa "9 性 估 
+. 
3. 稳定 性 估计 

对 稳定 性 有 下 面 主要 估计 : 

51823 #4 Т,<Т hf, 


max i due 一 X)| «Cs, 
T T7 | 


则 | 
MOSS ION pa KC IX» — x, OI pe 
对 x+e [0,T 了 4] 一 臻 成立， 这 里 C 依赖 于 T, 工 , p， Suppen ñ É 
£, « 的 有 限 阶 导数 的 界 , С 不 依赖 于 Ta 
它 的 证 明 是 通过 如 下 的 一 系列 引 理 实现 的 .与 无 粘 时 稳定 性 
估计 类 似 , 作 下 面 分 解 


st- _ > [K,(X, — Xi) 一 K.(X, 一 X;) los 
+S) IK.(&,— Z) — K.(X, — Xo; 
А = oy » yn. B 
88 24. М(х, г) — card( XG), | XG) — x| < r) rz 
0,0«r«T HR B(z,r) 内 的 涡 点 数 。 若 + 之 hllaa|, WA 
o М(х, ғ) < Сп, 
证 明 < HO HH B(z,r) 的 特征 郑 数 


ds Y€ В(х,ғ), 
да L. Y€B(x,r), 


* 269 > 


1 i ———— ——— 


WA 
WNC x,7,1) = h D HCX) 


= WS) EHOGG) 


+ № > (HOGGG)) — ЕН(Х,())} 


=0)+ QD. 
这 里 《7) 为 严 乘 在 B(x,r) 内 期 望 的 涡 点 数 ，(11) AWANE 
落 。 为 了 利用 引 理 2.1, 5/3 GBM H > H, 5 ф € CT (RO) 
exp(-—x7/(1 — 3», |x] <1, 
: eo) is |x| Bl 
定义 Ho 
HCY) = 1, Y € B(z,r), 
ACY) -4.Y — x|/r — 1), r < |Y — xl «2r, 
0, 其 它 
55 H e C3(R*), 它 的 过 阶 偏 导 数 可 被 Cr 控制 ,其 中 C 仅 依 
WEL, HT ASH, WJ Q) FAST DEAK) — 


对 КҮ) Bey), а) 一 1， 利 用 引 理 24 
|в У) ACK) — Í. EFI, г) ај 


1 
< Спан? У rE 


< C,r'5(L - [min(1,7)]7* 
sCr,. s 
其 中 用 到 了 侵 设 a< r, X 


|, EAX e,da m | | Gly, 850,0)drde 


如 (ss2ry 


<f 4” 
Bison 


Rita = 4x77, 


су «cr, 
下 面 将 用 Bennett 不 等 式 估计 С), & 
Y; = PLHOX;G)) 一 EH(X GOD), 
则 有 ЕҮ, = 0, |Y <” 
DivVar¥, < 2i EULACXAOY 


< # > zit сәр. 


对 КУ) = ELACK GO), z(a) 一 1 利用 引 理 2.1 
|е 25 Etfi» — [ELO 0) Pda 


L 
< С," я 4л? 。 > rr 


OS =o 
又 因为 
(E EK, 1) Pda 


<Í Í G(y,t;0,0)dyde . 
202 Bis ir) 


=< Í dy 
Bias) 


1 
= Agr, 


-因此 DS} Varyi < Ce? NW, 
对 r> ААА), H Bennett 不 等 式 
P x Y. > Crhlinal | 


=< 4exp {— n (Crh|In&| C r hr 


+ Все In A Cur 287 } 
< exp[ — C,C? |n A| BELC;C r7! |1801} 
=< exp( — C,C | ln AV) = KOLIA 
所 以 ， Mo NÇz,r 1) 的 涨 落 为 
+47} 


«САА < Cr’, 


我 们 将 对 + в 利用 上 述 引 理 , 若 选取 e = м, OSG < 1, 


MRE r 2 А15} 满足 ， 
51925 4 мр = max max|Ə*K.(X, 一 X; + y) 则 有 
"E Cline|, 1 — 1, 
> Mi < fesa 1-2, 
证 明 我 们 详细 证 明 I= 1, C — 1 ЖЕ, 对 一 般 的 TE: 
1 一 2 证明 类 似 ， 


Empe- уу MT у) MPR 
í 


юы ахи 
+ E ups 
1X;-Zįl>: 
„= (D) + (D) + CHE), 
由 第 三 章 引 理 3.4 得 
. (D «C - (269 - Ce? «C, 
WT it MCT), ERB |x, X| > 26 则 有 


I — X, + y| 2 |X; — Х| — yl > IX — Xl, 


从 而 有 
I (HD <C, > 4|X; — Х| 
Xj- 
«Cc, >) P 
WXįj-X;l>1 
<C 
及 . 
GD<c > |X; X^, (5.2.17) 


wgl- 
为 了 估计 《5.2.17)， 分 解 9€ — {x;28 < |z — x;| <2} 成 N 一 
2 个 同心 环 9€, = {x(a + De < |z — z,| < (n + 2)sY,1 < 


s < N — 2, a accu к tes z) Ala | 


B(X,,(n + De) 内 涡 点 数 , 则 有 


+ $72 < 


` OT mdo ss... J... элш = rere mee | ee we oe - + 


unm Áo 
: ut 


(ID « X C4|[X; — Хи 


Xjex 
N-1 
* C, > 5 IX; = хр 
- m=1 X;é% 
N-1 i 
* С, 2 (98) (a, -— a, a) 
»21 
see [et 3 


N-1 


-5 mob ES ar} (5.2.18) 


Z |G +y 


«c [c |а ree + uye] 


« c, {в,+ с, У 1 


x-1 


< C,Q + nN) < C [Ins], (5.2.19) 


其 中 (5.2.18) 是 通过 分 部 求 和 得 到 的 ,(5.2.19) 由 引 理 2.4 所 得 。 证 


下 面 估计 eP. 


ad = 2, (K,CX; DA X) A K(X, = X;)] oF 


= S VKX; 一 X; + Vis еу? 
i 


‚ 这 里 ¿= X,—%,,  2;Єє *Ї? OB X; 最 近 的 格 点 ， 如 果 不 
e IEPA ,那么 我 们 可 以 选取 任 -一 点 


v) — S VK,(Z, — Zi)e;o bt + r? 
i 


r = S (VK,(X, — X; + Y) — VK; — Z) lepok, ` 
і š 


M Z,— k= + (hk, 定义 入 对 € Q, 所 有 ew 的 平 


2273+ 


—8? > еро}, 
X;€ Q+ 


i Q, 内 没有 涡 点 Xi, WA h = 0, H 518 2.4 有 
Midi Set] €» «el 
k Xi€ Ox > 


Decay X) leone 
х;е Qk 


= С! ео: pike 
更 进一步 有 


[Bee ied, 
< С I KZ 一 Zy) t dye |... Ë 
这 是 因为 

|> vK,C(Z; 一 Zi)2e;t; 


| -|: 2) vk. - 20ке 


“L. T 
= 2 card(X; 0%) > VEZ, 一 Za hate | 
«c > > vK.(Z, 一 Ze hee? |= | 
= с |> VE, — Z, es L. . 
与 第 三 章 引 理 7.4 中 i? 的 估计 类似 地 有 


| Zi ук 20е, «с 
则 有 


|>: vitz o 5двонё |, < chain 
— 
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ri 一 > VK. (X, — X; + Уу + Y) + Yale, 
其 中 Y; = Y; + (X, — Z) — (X; Zi), iHT 
|Y; | <=, ІУ < |Y; < 4e, 
从 而 有 
Iri? | < D>) Mise |е, 
Hi Young 不 等 式 , 利 用 引 理 2.5 CC, 一 5) 可 得 
i ri lho, pee < 4emax {> MPR, >, меова 
< Cesewillo,s.s. 
这 样 就 得 到 了 对 vi? Bg Me. 
为 了 估计 v， 利 用 中 值 定理 
vj? — У VK.(X, 一 X; + Y) ХО) * ejl 


^ 


= рэ 一 X + Y yo | — Xi). 
下 面 我 们 要 证 明 | 


mas 


EVK — X Yo; |<с. 

由 于 |VvK,(X, — X; + Үн) — VK,(X, ХО <M? 所 以 只 
要 证 明 У) vK,OG 一 X )o ht ВГВ Т. Vz e R°, 

>; vK,G — Xak — >; EVK,(z — Хдо 


+ > [VK,(x — Xj) — EVK,(x 一 Хү) 100 
= = (ш) + (IV), 


对 30у) = VK,(x — y), g(a) == о(а,0) 利用 引 理 2.1, (D$ 
被 积分 


[BEY — X(a,D)1e(ea,0)4a 


* 1275» 


- |. УК, (а — y)o(y, Ddy, 
逼近 ,误差 为 C (如) ， 由 第 三 章 引 理 3.4， TOE TES 因为 


I" vk G — ot,045| 


= I. К.(х 一 yoy 08| 


< [Vell Xellors 中 lc dol Kao Sana. 

这 里 B = (x€ R; |r| < iY, 

ТЕКИ ОУ), 令 

Y; — VK.(x — Ху) — EVK, ы 一 Xijob. 
假设 Alla] «e, Wi 
(Y; < Che < C lina | 

Wt EUROS M TAAR WTF: 

多 一 >) Уау; < & У) E|VK,(x — Xj) |, — (5.2.20) 


再 利用 引 理 2.1 用 积分 
m [vKE,Gx — y)]? [| 66e, о) dy | 


逼近 《5.2.20)。 且 误差 为 Ch's "^ < Cs", Ait 
V < Cie? < C |lnA| 2. 
由 Bennett. 不 等 式 


P i> vj > ci 
< exp | — + cya cy») 
< ехр{ — C'C,| ln h|*BCC,C)} 


< exp( — C,C | In 4 |*) 


= hechas! 


Ake RMB s, 21VK,(X,— Ху) Ve Y ER NF AOI CO > 
DHAR. ' 
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ТЕ ТИЕ Fa sg р. EROS ELO, Pel, 5 1 n= 0, - N, 
DEUT J 成 Y 个 区 闻 , 长 度 小 于 p, 270 待定 , 由 于 稳定 竹 除 
了 概率 小 于 всем 外 成 立 , 则 对 {Ha 除了 概率 小 于 joe 
成 立 , 选 取 C 充分 大 ，C,C > 1, 当 涡 点 数 趟 于 无 穷 时 ,时 间 区 间 
KEATS A, 如 果 我 们 能 证 油 涡 点 位 置 5,00), X), 1 € Drs, 
1.4] 趋 于 时 间 :一 z, 位 置 ， а о ца 对 
1€ [tal 

EG) 一 Хб) = (GGG + to — "аса 
+ X,(z,) — KX — (э) 
= IX, G.) + YO} 一 Xia) 
= X e xi). 
HFEA 24,2.) 508 X,0,) 有 要 求 ， 而 把 XG.) 
当成 XG.) 的 扰动 处 理 , 若 在 LG) EWE YQ, А! 
结果 仍 对 ,因为 |Y (O1< Ce， 则 有 稳定 性 估计 
lC) — но [ра СЗС) 一 Хб 
| = CIE — ХОЙ,» 
对 所 有 5 < t< tn HOM. 
为 了 证 明 | | 
max max |X:(t) — X;(5)| «s, 


Bb StS hy 


我 们 需要 用 到 下 面 Wiener 过 程 基本 性质 、 
引 理 2.6 设 We) 为 在 R° 内 标 痊 的 Wiener 过 程 则 有 


P{ max le(s) — 0001 > 5) < C Asb) 
* exp(— CP / Ag). 
Жү b > 0,C,,C, UT d. 
引 理 的 证 明 在 Freedman[1,P181 中 可 找到 。 由 于 


XQ) 一 XG) = s(X,(r), r)de + 129 оС) — oC). 
对 z€ [55,4], 6 
|X,G) — XC) | < Cle hl + Миа) — eG, 
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< Chi + 2v 064) — o,)l. 


E S[ 2.6 
PÍ Hx s | oO 一 colt, >| Ze А} < CAI" espi — C,57!*?], 
对 02, 则 有 
P{max max le) ~ eG)[ 2 ht 
=< Ch UI рү Сау 0. 
加 而 有 
max max 1X;G) 一 Xk) 
< Ch + 2o] 061) — (2,21 
=< СА + пр в 
对 稳定 性 估计 任意 时 何 都 对， 
4. Wr Oe He 


BH. RATER RAPER, S FORES 
须 把 离散 速度 的 祖 容 健 估计 扩展 到 任意 上 时间， 这 可 以 结合 离散 时 
RAO T x < r < +++ 之 如 一 了 的 相 容 性 估计 和 当 max] fou 
„| «AU > 2) 的 稳定 性 篇 单 导 出 ,利用 三 角 不 等 式 

Ца) 一 wXG ,oss 

< uito 一 Deua Gu) — (X G, 62) 00, 
+ duCX;G n) СХ, Со), Mpa 


< CXC) — Ха + C, fe + (+ 上 zT 
«cC [ett (2) 6+1], 


р ud 
gei x?) 一 u(X;CO liopa 


1 
<c[st+(A)etaimal], 65.220 


WER BCR) 格 点 Z= + k, RUA 
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” w was. Ñ... 


max c Tat (Zs) — uCZ,, hp 
са (4 J ZI (5.2.22) 


4 e = 00) — Хб), lll 
deile) — [Чу — LXC), t) lee, 
由 稳定 性 和 相 容 性 估计 有 微分 不 等 式 


exu «сео + ot + (4) e+ Alina]. 
| ! (5.2.23) 


НТ 40) = 0, Фу ORRIN 
dy. c[, +ë + [Y | 
2-с b etae 的 s+ A\inal], 
| y(0) = 0, 
WA eC, ay. 因而 有 | 
lelapa < € jet + OL +A inl] 
CEPIT NE RY 7 
HF ke max | e; ^ =< (LNS IO 3i] 
2 max [eil < kala 
=< Ch? | irl 
< 6/2 PS 
orc T, 成 立 , 若 我 们 选取 e= М, Heh 4 <1, АЗЕД, 
此 max|ei| 几乎 达 不 到 。， 所 以 估计 对 T. m T RE. 


对 离散 速度 
la? 60 一 ul XC), гу, m 
< yao — olea + ur — «CX; ION T 
< CX; — ХС). 


+ c [+ (£) e +All] 
Е 
һү | 
< с |+ (2) е +в 


PPS 


对 连续 速度 ,我 们 考虑 В* = Che NNB) Z,€ BY RR 
VE <€ BCR,) 的 格 点 , 则 利用 三 角 不 等 式 有 
[2Cx,:) — wCx, 01 
< [g*(x,0) — н(е, г) | + utn.) — sx ,:2)] 
6 #0) — СЕ) + HZ) — »*CZ,,01 
+ |С) и) + ICZ,,)5— u(x,2)l 
= (1) + CD + (ID + (IV). 
靠近 Z4 的 x 的 集合 是 中 心 为 Zu, AFTER, МИЕ 
4 的 正方 形 。 连续 速度 PC, 和 s( 0 MEO, AREA 
SZ.) 和 (Zon 分 片 常数 逼近 。《I) Яп ПУ) 就 是 这 些 逼 
近 导 出 的 误差 。 由 相 容 性 知 计 (8.2.227: 对 《HT ЖБИ, Вж 
的 导数 有 界 , 则 (V) < СА, 为 了 估计 《1)， 册 中 值 定理 
E (x,r) — (240,2) 
= У) [K,ÇG — E.G) — KG, RG) Jok? 


- > vkG, — X40 + Ya — Zw 


= S vK,(Z, — XQ) + Za) os — Za). 
这 里 Zi Xt) — O + Үн, 由 质点 轨道 收敛 性 
|Zul < !|X,G) 一 RG) + |Y; 
get |x — Zl 
«2s, 
类 似 于 对 vi? 的 稳定 性 估计 


3ivK, 7 XO) + Zioww| < c. 


си 

最 后 

ap = |57 t, — X» — KG HO) 
is > VK( 2, — Xi) + Yuya, o|, 


用 对 vi? 的 稳定 性 估计 方法 类 似 处 理 ， 可 得 对 (1) ШИШИ, DA 
» 380 ° 


RP RAEN NADA. AMET EA, 
定理 2.1 若 速 度 场 u(x,*) HDI а ЕКЕ, P 
ЖЕМЕУ Т o" CR) 满足 (3.1.19), FARR RS 2 
满足 矩 条 件 (3.2.4) 则 对 充分 小 的 kee > ht,q < 1 有 下 面 估计 
G) 质点 轨道 的 收敛 性 : 
max Nis) 一 XD 


«c É + >” + tail] 
Же wr E 
Gi) 离散 速度 的 收敛 性 : 
тах |2860) — «OG Olea 
<c|=# A + hall 
Р Е 
”《iii》 连 续 速 度 的 收敛 性 : 
max ll£*( * t) — ul DT 
sT 


< c |= + +в] 
Е 


$3. 随机 游 动 方法 对 Burgers ЈАЈНЕ ЖАЯН 


1. 算法 | 
` ”在 这 一 节 里 我 们 将 要 介绍 用 随机 游 动 方 法 计算 Burgers 方程 
的 收敛 性 。 对 某 些 定理 的 证 明细 节 我 们 将 省 去 。 币 着 重 介绍 这 类 


方法 收敛 性 证 明 的 骨架 . 
Burgers 方程 f f 
ди ә amy OM 
a On" aat Se 


ибх,0) == a(x). - 
可 以 被 看 作 一 维 的 Navier-Stokes 方程 模型 。 我 们 将 要 考虑 的 算 
法 是 分 步 方法 。 


» 281 e 


第 一 步 : 逼近 无 粘 的 Burgers 方程 的 解 
да 
Br 
u(x, 0) = ux). | 
BU AS ЖКА — ES ЗЕ 


2. u(x,t) cm > d(x 一 жуш, (5.3.2 b) 


其 中 rG) 表示 质点 在 时 间 z 的 位 置 ，o; ЭО ЛАНДЫРУ, 
的 逼近 解 通过 质点 按 直 质点 产生 的 阶梯 函数 速度 场 移 动 耐 得到。 
第 二 步 ， 解 扩散 方程 


+u” 一 0， (5.3.2 a) 
Ox 


LL Z ОМ, 5.3.3 
a Ox? E ) 


u(x,0) = (ж), 

随机 地 扰动 质点 位 置 模拟 扩散 而 得 到 数 信 解 。 | 

下 面 我 们 引进 一 些 符号 :用 F,, A, 和 D, 表示 (5.3.1) 05.3.2), 
(5.3.3) 的 解 算 子 。 即 F, 是 整个 方程 的 解 算 子 ; 4, 是 对 流 算 子 , 即 
XM Burgers 方程 的 解 算 子 ; D, 是 扩散 算 子 。 对 流 和 扩散 的 副 
近 算 子 分 别 用 А, RID, 表示 。 在 时 刻 mnX(n& IN) 的 远近 解 技 如 下 
办 法 得 到 : . 

第 一 步 : 初 值 这 近 ， 算 法 的 第 一 步 是 用 阶梯 狙 数 Sw BEX 
8 B ua 


“Sta, (y) = ut 十 > HCy 一 好 ?ci 


其 中 bo; = h, 二 是 办 在 一 oo 的 航 限 , 互 为 Heavside 函数 
1, y>o, | 
Н(у) = > y = 0, 


0, у < 0. 
T ERA RE ae ER Оос 则 我 们 可 定义 


` Sta (y) == h [в + т} 
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^^ —— m s мзш шш eee = Я 


这 里 [y1 表 示 小 于 或 等 于 的 最 大 整数 。 注意 若 再 假设 u АНУ 
变 差 , 则 St 仅 有 有 限 个 不 连续 点 。 

第 二 步 : 通 近 对 流 。 在 第 i 时 间 步 ， 在 位 置 Xi iml, om 
给 定 质点 ,让 质点 运动 , 使 得 对 应 的 阶梯 函数 逼近 无 粘 的 Burgers 
方程 。 

我 们 首先 注意 到 对 小 时 间 区 间 ， 以 阶梯 函数 为 初 值 的 无 粘 
Burgers 方程 的 弱 焕 解 ， 可 以 通过 对 每 一 不 连续 点 分 别 考 直 Rie- 
mann 问题 而 得 到 。 逼近 算 子 是 通过 沿 直 线 轨道 移动 质点 而 产生 
的 阶梯 函数 来 逼近 相应 的 Riemann 问题 的 解 ， 

随 着 时 间 发 展 ，Riemana 问题 的 精确 解 开始 相交 从 而 产生 更 
复杂 的 解 。 类似 地 ,质点 的 直线 轨迹 将 相交 ,这 时 ， 我 们 抬 通 近 的 
阶梯 函数 当成 新 的 初 值 ,然后 ,我 们 可 以 对 新 的 初 值 定义 新 的 质点 
轨迹 逼近 精确 解 , 所 以 我 们 能 对 初始 位 置 x, RI EE Ж 
质点 轨迹 2,00). 

4 = 0, x(0) = x;, 假设 在 时 刻 zt o E “, "IO 
已 有 定义 , 令 


$Cy,r) = wt + 2 H(y — xG), ` 


质点 在 时 刻 共 的 位 置 记 为 x 在 时 刻 :* 阶梯 函数 的 不 连续 强度 
为 
[515 = SCxt + 0,:5) 一 МА — 0 иу 

SHAY BSI 是 所 有 质点 在 时 刻 t, CLE zb ШОК. 

无 粘 的 Burgers 方程 的 Riemann 问题 的 解 有 两 种 截然 不 辐 
的 形式 .如 果 SI «00 为 激 波 ,如 果 ISTE > 0 RRR, ATLL 
第 i 个 质点 当 r> 时 的 传播 将 被 [8]# 的 符号 决定 

着 质点 [3]# < 0, 我 们 令 质 点 轨迹 与 精确 的 激 波 相对 应 。 质 
点 按 Rankine-Hugoniot 条 件 决定 的 速度 移动 从 而 产生 特殊 的 人 
їйї. 故我 们 定义 第 ;个 质点 在 时 刻 共 的 速度 5} 为 


s= 1 : T + 0,9) + Sx} — 0,11, 


» 283 * 


另 一 方面 , 2; ESM > 0， 我 们 定义 质点 的 速度 中 的 正 间断 来 逼近 
PRUE. BERTA é 的 间断 由 4 个 正 强度 和 ?个 负 强 度 组 成 ， 
如 果 第 i 个 质点 是 最 初 的 9 一 个 带 正 强 度 的 点 ， 我 们 可 定义 质 
点 速度 为 


S? = SCx} — 0,5) 十 > wi + о, 


其 余 的 2p 个 质点 ， 即 带 负 强 度 的 和 剩 下 的 带 正 强度 的 有 共同 的 
速度 d | 
$! = S(xË + 0,24) 
注意 : 54 依赖 于 质点 关于 指标 i 的 次 序 和 质点 位 置 的 次 序 . 
+ | | 
ue шп каса 7 sf > я} Жз > sl) | 
Che riu i, j 存在 , 则 iim co), 对 А < <и", 质 . 
点 位 置 由 方程 
ox) = zk + G — ЗЬ ` 

而 得 到 。 值 得 注意 的 是 在 时 刻 +: 得 到 时 刻 ci 后 在 时 刻 А 不 
同位 置 的 至 少 两 个 质点 的 轨迹 首次 相交 。 0 

观察 下 面 几 点 事实 : 
(a) 由 于 质点 有 有 限 的 极 大 传播 速度 , 则 有 tt > t, 对 《一 
D, i->; ` 

(b) 对 0 <: <, k= 1,2.… 每 一 正 闻 断 由 一 带 正 强 度 的 
质点 产生 。 等 价 地 ,一 个 强度 大 王 关 的 正 疗 断 只 有 在 时 刻 FE; 

(c) -两 个 相 邻 的 带 正 强度 间断 的 距离 随 着 增加 而 增加 ; ` 

(d) 正 间断 和 非 正 间断 之 间 的 距离 只 有 当 非 正 间断 的 强度 小 
于 或 等 于 一 类 时 才 随 时 间 减 少 ， . "E 

Mts), (QR, 在 时 记 £t = 1,2.' "相交 的 特定 质点 总 强 
度 必 为 非 正 。 客 在 时 刻本， 在 相交 的 每 一 点 ， 非 正 的 和 正 的 疗 断 d 
相交 而 形成 非 正 闻 断 ， 从 而 在 时 刻 攻 ， 正 的 和 非 正 的 闪 断 总 数 减 
D. 由 于 在 初始 仅 有 有 限 个 正 的 和 非 下 的 闪 断 ，- 风 存在 《使 得 
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"A oo, XE КЕМЕЛ У + > 0 都 有 定义 。 
FG ate SAG sep 
”这 里 
$Q) = ut + >` HCy — x)o;. 
值得 我 们 注音 的 是 3, 对 变量 AERE H n5 70 有 
f 4,4,5 = A, sS 
在 ;十 $ 分 步 质 点 位 置 
| ХФ = x). 
其 中 X,(0) = zi, BPR 
519%, Cy) = wb > H(y 一 Xi*3yo, = AS Cy), 
=т=}: 逼近 扩散 。 下 一 步 是 解 扩 散 方 程 ， 这 是 通过 在 质点 
位 置 加 上 随机 分 量 而 实现 的 。 令 ont. — 1,9 m 为 独立 的 随机 
Be, EC) = 0 Маг[ т] = 2 ， 则 质点 新 的 位 置 汶 


хін = xir + ait? ; 
数值 逼近 为 


Siu (y) = ur + Уно — siyo, = Dh. 


: 第 四 步 : .如果 1 < *， 令 i 一 7 十 1， 回 到 第 二 步 。 如果 ў 
n, RUM BIT Fuge 为 


Suly) = gh + z HCy 一 Xi)wi = LP, 1S Су), р 


2. lc d b XE RE 

.下 面 将 对 初 值 mm， Ae А, 空间 参数 A РЕ — ВЕБ, 

假设 1: ЖИН нє CCR), HARADA PRAM B 
存在 常数 K> 0, v 和 A 
we, x < —K, 


u(x) = b z > K, 
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Bk, 其 中 


Fa 


вр lir, а... 


lé si ; 


假设 3: «a 4] u^ 一 wh, 


аа Ри. 


TER: 在 假设 2 hok ОЕ p Jc RR. 

定理 3.1 若 mkh 满足 假设 1,2 和 3。 再 假设 时 间 步 长 和 
空间 参数 满足 k= 乔 , 令 了 为 计算 中 最 后 时 刻 ， 则 对 一 些 正 整数 
n, nk ST 和 一 些 a> 0,4 

PULP as — [BAA Sl > Мав (| In| YE 
< МВА 

ЕЦЕ, ди, 一 [5,4,1 191 Cá* ft inkl? 
这 里 常数 Mo Mi ОТ a ТГ. | 

对 误差 的 估计 用 ДАВХ, аниа + 
模 意 义 下 有 稳定 此 结果 如 下 ; 


| Fs — Fvlo < lle — vl; (5.3.4) 
|| 4,4 一 Aw lon < {+ = rilo (5.3.5) 
{Ба 一 Dvllo,, = lz 一 vll». (5.3.6) 


Wr СЕ BAUER HEY ESAT 5°, А,, D, Hw 
近 阶 相关 ,主要 结果 包含 在 下 面 几 个 定理 之 中 。 

定理 3.2 令 WEBI 1,# 分 割 u^ 一 ие, WU 
数 Smo; 由 各 个 位 置 为 ix, 强度 为 {or} 的 质点 决定 , 且 有 


igre E. Posee s, mh <| 2 ull Ru 


|| 5*1 E A * Ch, 


——— —— 


BUT A, 的 精度 由 下 面 定理 给 出 ， 
定理 3.3 Pike RAV Meese}, BEM a Paty 
В. loil 一 ,阶梯 函数 


SQ» = u^ 十 D HO — «доң, 
其 中 ute R, W: > 0 # 
l4,s— 2,5 < Р Pm 


XT D, 有 
定理 3.4 ST 为 计算 的 最 后 后 时 刻 ， 则 对 非 负 整数 b Gi + DR 
ST, >l. 
 P{||DrSi tm 一 D, Siris |x > Miah? | in|?) 
«< UE S Gs 
f | Si | 
EL DS а, 一 D Siti |l CAS вр, 
这 里 Siti, 是 由 随机 变量 XU е РУБЕН К, 常数 М, 
MRC RMF mv AT. | 
收 钱 性 的 第 4 步 是 研究 类 性 分 离 的 精度 。 
定理 3.5 (粘性 分 高 定理 Æ m, k MBB 1 和 2 ， 出 对 
n € Nt 有 
| F utes 一 р, А "sles = Cak. 
这 里 常数 C MART s 和 >。 
定理 3.2 至 3.5 的 证 明 可 在 Roberts {21 中 找到 ， 我 们 将 不 对 
这 几 企 定理 的 证 明 作 详细 介绍 ， 
收敛 性 定理 的 证 明 : 由 简单 的 三 角 不 等 式 可 知 
IF ates TT 15,.4,1"5% ||, 
小 子 或 等 于 _ 
ЇР», — [Di AL molto (5.3.7) 
+ [EDA l” 一 [D, Ag 1*8" lo. (5.3.8) 
+ [12%4,1°5%% — (DAS lane (5.3.9) 
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(5.3.7) 就 是 粘性 分 离 的 误差 ,在 粘性 分 离 定理 中 有 估计 ， 
由 对 流 和 扩散 算 子 的 稳定 性 和 5° 算 子 的 估计 有 
LD, 4,1: — LD4441^5?2 ils, 
< ls Rm Salla 


= Ch. 
而 (5.3.9) 可 分 解 成 下 面 这 些 项 之 和 
> JLD,A,1 PD A, Sin, d 2,4, 1" ^ DAÁ,S ||, 
j=0 


(5.3.10) 


> |[D,4,]* DS tm, 一 груда банн. 

| , (5.3.11) 

”出 对 流 与 扩散 算 子 的 稳定 性 可 知 (5.3.10) 小 于 或 等 于 
AzS u =" A,Sisallo,.. 


由 定理 3.3 可 知 (5.3.10) 中 每 一 项 都 小 于 或 等 于 d má ES 


mh < IESU sk < T, | 


出 (5.3.10) 各 式 之 和 小 于 或 等 于 ii 2 „оТ. 
由 Ay 和 D, 的 稳定 性 ,(5.3.11) 小 于 或 等 于 随机 变量 之 和 


一 1 " . ` 
> [DSi tiuo m D esit ал. 


者 ukh 满足 假设 1,2 813, n HERR, nk T, 则 存在 常数 
СА ФР tos T ,v 使 得 Р 
WF ago = CZAAR 


2-1 | 
< C + k) + Ур, — буз. 
j=0 
(5.3.12) 
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TRIER 3.4,《5.3.12) 有 估计 
PLP a, — (Diag) "Sella > C,G + k) + оман [n 4|? 
m— 1 
<P i> DS +u — D,SP ||, > nM ak? | nš 时 


j-D 
= 1 PT 
< >` P(IID,Sit 1, 一 Бк], > Mich? linh?) 
$-0 


=< nM; | 

这 里 ,Mi, M; 为 常数 ,由 于 假设 k= A5, PR 
Ch + k) 十 nMiebt Ln 2 < Mich? | In b|: 

和 

Mnpoasii =< PSI n 

其 中 Mi, M, ВТ uv, T. 从 而 有 

PIF „н — UD,Z, Y Sul, > Maht | In ñ {7} 
« Henan 
类 似 地 ,我 们 能 估计 数值 方 法 的 LWA, (5.3.12) 和 定理 
3.4 有 | 

ЕЦЕ, м, SI t5, 4, 1"5*u,],1 


< св + k) + $1 ELD Sit 5e, 一 DS lon] 
Ы += 0 ; 


< Ch tR) + С.с | inkl’, | 
这 里 C, C, HEM, у km Bin TUAE _ 
| Cilh + k) + Cn! Lin | СВ. 
这 里 如 依赖 于 ss T RA 
EEIE pan — [D.A 1*5], 41 < САА, 
СВЕ T Uc a HE ХЕ PREUUESA. 
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“ 涡 度 法 的 发 展 是 日 新 月 异 的 ,新 思想 、 新 方法 不 断 出 现 ， 数 学 
理论 日 益 完 善 ,应 用 日 益 广泛 ,不 时 有 综述 性 的 报告 发 表 ， 我 们 在 
写作 本 书 对 ,力图 追 距 涡 度 法 的 各 个 方面 的 最 新 发 展 , 但 是 感到 力 

不 从 心 , 我 们 经 常 发 现 一 些 新 材料 ,以 至 已 经 完成 的 书稿 不 得 不 作 
补充 修改 ,乃至 部 分 重 写 ,很 有 可 能 在 本 书 问世 后 的 不 久 ， 内 容 上 
”就 有 必要 作 较 大 的 更 新 ， 
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从 本 章 所 述 的 材料 可 以 看 出 ，Chorin 构造 的 涡 度 法 的 力 学 
意义 是 很 直观 的 , 它 共 分 三 步 : 涡 团 洛 着 流 线 运动 ,在 边界 上 不 断 
кше 广 由 于 粘 竹 力 的 作用 每 个 涡 作 扩散 运 动 ,因此 在 很 多 

合 , 计 算 结 果 与 实验 结果 符合 得 很 好 ,在 计算 流体 运动 时 ， 如 果 
eat pe ERAN HR f 
CH ELSE SOULS ,每 个 涡 旋 都 可 以 有 不 同 的 大 小 ,不 同 的 强度 ， 因 
此 用 涡 度 法 记得 到 的 流 场 与 现实 的 流动 容易 做 到 比较 接近 ， 涡 度 
法 在 处 理 高 雷诺 数 流动 时 也 是 有 其 特点 的 。 在 以 上 的 三 步 算 法 
中 ,只 有 一 步 , 即 扩散 运动 ,求解 的 方程 中 出 现 粘性 项 ,而 在 这 一 步 
中 , 涡 度 满足 简单 的 热传导 方程 ,小 的 粘性 并 没有 给 计算 带 来 复杂 
性 。 祖 反 ,如 果 用 随机 游 动 方法 ,雷诺 数 鳃 高 , 步 长 愈 小 ,计算 的 稳 
定性 更 好 一 些 。 

计算 重大 是 涡 度 法 的 一 个 重要 的 缺点 ， 每 一 步 都 需要 计算 任 
意 两 个 涡 之 闻 的 相互 作用 。 由 于 在 边界 上 不 断 产 生 涡 ， 涡 的 个 数 
会 不 断 增 加 ,以 至 于 算 到 一 定 程度 时 ,计算 机 就 不 能 承受 了 。 为 此 
人 们 发 展 了 一 批 决 速算 法 。 1986 年 Anderson 提出 了 局 部 校 E 
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法 ,随后 Greengard, Rokhlin 于 1987 年 提出 多 极 展 开 法 。 近年 
来 这 方面 的 工作 层出不穷 ,这 是 涡 度 法 发 展 的 一 个 趋势 .- 

此 外 ,与 随机 游 动 法 对 应 ,出 现 了 确定 型 算法 ， 随 机 游 动 法 的 
优点 是 它 与 溪 团 的 无 粘 运 动 配合 得 很 好 ， 痢 统一 在 不 需要 网 格 的 
自 适应 算法 中 ,但 是 随机 游 动 法 也 有 它 的 缺点 ， 即 精确 度 低 一 些 ， 
随机 的 干扰 较 大 ,近年 来 出 现 的 确定 型 算法 正在 发 展 之 中 ,现在 还 
不 甚 完 善 . E 
”我 们 在 本 章 还 介绍 了 膀 振 赛 的 椰 贺 涡 团 法 ， 它 能 在 边界 附近 
更 好 地 模拟 边界 层 的 运动 ， 涡 度 法 的 变种 还 有 * 胞 陪 内 的 涡 度 法 ” 
(vortex-in-cell), 它 把 涡 团 的 自由 运动 与 固定 的 岗 格 结合 起 来 ,以 
达到 减少 运算 量 的 目的 。 我们 在 快速 涡 团 算法 这 一 节 中 已 涉及 这 
个 方法 ， 又 有 一 个 变种 是 “ 涡 丝 法 ”(vortex filament), EZA 
形 ， 它 计算 涡 丝 的 运动 而 不 计算 单个 涡 点 的 运动 。 原 理 上 是 一 样 
的 ,因此 我 们 没有 介绍 ;有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 文 献 。 
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我 们 在 本 章 中 叙述 了 一 些 数学 方法 与 理论 ， 目 的 是 为 以 后 各 
章 作 准备 。 很 多 定理 都 只 叙述 而 不 证 明 。 Sobolev 空间 与 短 圆 型 
偏 徽 分 方程 理论 是 基本 的 数学 工具 ， 我 们 鼠 可 能 对 它们 作 简 要 的 
OR, ARASH AREA BALK F Navier-Stokes 方程 ;有 
Ladyzhenskaya 与 Temam 两 本 系统 著作 , 我 们 在 这 里 也 尽 可 能 
”地 从 简 。 只 是 这 两 本 书 中 均 末 涉及 半 群 方法 , 它 是 Kato, Fujita, 
”Morimoto 等 在 60 年 代 发 展 起 来 的 一 套 理论 ; 对 我 们 的 研究 起 车 
基本 的 作用 ,因此 我 们 对 它 叙 述 得 稍 详 细 一 些 , 关 于 Euler HR, 
Kato, McGrath, Temam 等 于 60 年 代 和 70 年 代 建 六 了 基本 理 
论 ， 这 一 部 分 材料 在 现 有 的 著作 中 不 容易 授 到 。 我 们 在 这 里 作 了 
较 详 细 的 叙述 ,定理 的 证 明基 本 上 是 完整 的 。 
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有 些微 分 方程 计算 方法 ,例如 差分 方法 ,是 在 微分 方程 钓 基础 
上 构造 的 , 涡 度 法 则 不 是 这 样 ,在 它 的 算法 中 野 有 从 微分 方程 出 发 
的 一 面 ， 也 有 直接 模拟 物理 过 程 的 一 面 。 这 个 特点 决定 了 涡 度 法 
的 数学 理论 的 建立 十 分 复杂 而 困难 ， 也 正 因 为 此 ， 数 学 理论 在 涡 
度 法 中 更 显得 重要 ,理论 分 析 可 以 发 现 原 算法 的 缺陷 而 加 以 改进 . 
RPM EDS TRAE, SIC 
流体 ЗЕ Т WAGE BRASS AK NMEA, @ ЭР 
了 关于 时 间 的 离散 化 ,离散 过 程 只 到 常 微分 方程 组 为 止 . Hald 与 
DelPrete 在 1978 年 发 表 的 文章 中 首先 讨论 了 二 维 无 粘 Euler Jj 
程 在 全 空间 的 解 关 于 空间 兴 离 散 化 的 政 敛 竹 ， 随 后 ， 这 一 理论 被 
ЖЕТ, Наа 本 人 将 它 由 局 部 解 推广 到 整 (E 解 ，Beale 与 
Мајда 得 到 高 精度 的 收 伍 性 与 三 维 癌 题 的 收敛 性 ，Cortet,Raviart 
将 二 维 问 题 作 了 系统 的 整理 ， 并 用 Bramble-Hilbert 引 理 代替 了 
Beale, Majda 的 所 微分 算 子 分 析 方 法 ,使 得 证 明 大 为 简化 ，Ande- 
тюп 与 Greengard F 1985 年 证 明了 全 离散 化 问题 的 收敛 性 ‚ЕП 
不 仅 把 涡 场 分 解 为 涡 团 ， 而 且 把 常 微分 方程 组 离散 为 差分 方程 。 - 
最 早 考 虑 边界 条 件 的 是 Bardos，Bercovier 与 Pironneau 发 
RF 1982 年 的 文章 ,他 们 把 涡 度 法 与 有 限 元 方法 结合 起 来 ， 得 到 
了 一 个 新 算法 ， 并 分 析 了 收 化 柱 。 他 们 的 算法 与 涡 度 法 的 主流 相 
距 较 远 。 最 早 把 Hald, Beale, Majda, Raviart 等 关于 初 值 各 是 
的 工作 发 展 为 初 边 值 问题 的 是 应 隆安 发 表 于 1991 年 的 文章 , 文 
中 讨论 了 二 维 Euer 方程 初 边 值 问题 涡 度 法 半 离 散 化 的 收敛 性 . 
后 来 应 隆安 与 张 平 文 又 改进 了 这 一 结果 ， 并 得 到 了 全 离散 化 的 相 
应 定理 。- 
Hou, Goodman, Lowengrub 于 1990 年 证 明了 二 维 与 三 # 
点 涡 靶 对 计 初 值 问题 的 收 癌 性 ,这 一 结果 出 平 人 们 的 意料 之 外 , 必 
然 会 引起 人 们 对 点 涡 法 的 进一步 深入 研究 ， 应 该 提 到 的 是 ， 在 本 
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书 中 我 们 完全 没有 涉及 意大利 学 派 的 工作 ATTE AUR OX В , 
有 系统 的 工作 ,并且 有 Marchioro 5 Pulvirenti 的 专著 ,出 版 子 
1984 年 。 
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对 于 粘性 流体 的 涡 度 法 的 理论 研究 ,大 致 可 以 分 为 两 部 分 ,一 
部分 是 粘性 分 离 的 研究 ， 即 讨论 抬 Navier-Stokes 方程 的 求解 分 
解 为 三 步 算 法 的 合理 性 ， 另 一 部 分 讨论 随机 游 动 与 涡 团 无 类 运动 
结合 的 合理 性 。 我 们 把 第 二 部 分 内 容 放 在 第 五 章 ， 本 章 讨论 第 一 
部 分 内 容 ， | 

Chorin, Hughes, Mc Cracken 与 Marsden F 1978 4E Е = 
ЭЖЕЕ Т-А ЗЕЙД, ТЕЧАТ TARA 
成 算 子 ,并 分 析 了 按 这 个 算 子 公式 的 相 容 性 ,但 没有 能 证 明 稳 定性 
НКЕ. RIBS AOE, ATTIRE RR FAERIE 
的 ， 他 们 把 速度 场 作 奇 开拓 到 求解 区 域 之 外。 这 样 一 来 , 流 场 不 
满足 连续 性 方程 ,因此 速度 场 与 涡 床 场 的 对 应 关系 也 就 不 再 成 立 ， 
算法 本身 发 生 了 矛盾 ， 后 来 ， 在 Benfatto 与 Pulvirenti 的 文章 
中 纠正 了 这 一 点 。 他 们 的 文章 我 们 在 下 文 还 要 提 到 ， | 

Beale 与 Majda 发 表 于 1981 年 的 文章 解决 了 CHMM 公式 
对 于 初 值 问题 的 收敛 性. 这 时 不 存在 边界 ， 六 此 不 必 有 涡 旋 生成 
算 子 ,三 步 算法 变 成 了 二 步 算 法 ， 他 们 的 结论 中 令 人 惊异 的 一 点 
是 ,雷诺 数 越 高 ,收敛 福 越 好 ;这 是 因为 没有 边界 ,不 出 现 边 界 层 ， 
也 没有 尾 流 的 缘故 。 用 数学 的 术语 ,对 于 初 值 问题 ,Navier-Stokes 
方程 是 Euler 方程 的 一 个 正规 报 动 而 不 是 奇异 活动 . 

对 于 初 边 信和 问题 ，CHMM 公式 的 研究 要 复杂 得 多 。 原 因 已 
如 上 述 。 在 数学 分 析 上 站 接 遇 到 的 一 个 困难 是 ， Buler 方程 的 边 
界 条件 与 Navier-Stokes 方程 的 边界 条 件 提 法 不 同 ， 在 求解 时 由 
于 边界 条 件 的 转换 出 现 了 不 相 容 性 与 奇 性 。 而 且 ， 胃 一 种 不 同 的 
边界 条 件 去 逼近 原 边界 条 件 , 使 一 些 常用 的 数学 方法 都 无 能 为 力 ， 
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А Alessandrini, Douglis, Fabes F 1983, 1984 年 研究 了 有 A 
区 域 上 的 初 边 值 问题 。 他 们 研究 了 一 种 简化 的 格式 ， 这 种 格式 我 
们 在 下 文 还 要 提 及 .。 左 他 们 的 工作 中 为 了 避 开 前 面 所 说 的 困难 ， 
用 一 个 多 项 式 代替 了 Evler 方程 的 解 。 Benfatto 与 Pulvirenti 
1986 年 发 表 的 文章 中 研究 了 半 平 面 问题 ,他们 把 Chorin 等 构造 
的 涡 旋 生成 算 子 作 了 改进 ,速度 的 切身 分 量 作 青 开拓 ,而 法 向 分 量 
作 偶 开 拓 ， 这 样 保证 了 连续 性 方程 依然 成 立 ， 在 分 析 中 他 们 大 量 
地 应 用 Fourier 变换 作为 工具 ， 他 们 的 分 析 极 为 精细 , 但 很 难 作 
进一步 推广 。 Rautmann 发 表 于 1989 年 的 文章 研究 了 线性 问题 
的 CHMM AR. | 

从 1987 年 开始 ,应 隆安 发 表 了 几 篇 文章 ， 就 一 般 区 域 与 一 般 
的 涡 旋 生成 算 子 对 粘性 分 离 进行 了 研究 ,他 证 明了 在 -一定 条 件 下 ， 
CHMM 公式 并 不 收敛 于 原 问题 的 解 ， 双 在 方程 与 边界 条 件 上 fF 
了 改进 ,证 明了 一 些 格 式 的 收敛 性 ,还 讨论 了 收敛 的 充分 条 件 与 必 
要 条 件 。 随 后 , 张 平 文 , 黄 明 游 郑 权 、 梁 栋 ，Beale，Greengard 等 
都 作 了 这 方面 的 研究 。 信 得 一 提 的 是 关于 一 个 简化 公式 的 研究 . 
如 果 我 们 对 于 初 边 值 问题 在 CHMM 公式 中 也 去 掉 涡 施 生成 算 
子 , 它 就 成 为 一 个 二 步 格 式 ( 另 一 个 观点 是 ， 把 涡 旋 生成 与 求解 扩 : 
散 方 程 合 并 , 变 成 一 步 ,因为 涡 度 法 并 没有 完全 从 微分 方程 的 定 解 
问题 出 发 ,在 形成 数学 提 法 时 ,必然 要 作 一 些 理想 化 ， 观 察 的 角度 
不 同 ,得 出 的 公式 也 不 一 样 )。Alessandrini,Douglis,，Fabes 1983 
年 的 文章 研究 的 正 是 这 一 格式 ， 他 们 回避 了 一 个 本 . 质 困 难 ， 即 
Euler FERRE. ЛӘК, ERR, 郑 私 独立 地 研究 了 这 一 简化 公 
式 ,得 到 了 LL? 收 剑 性， 张 平 文 将 他 们 的 结果 改进 到 最 优 估计 ; 应 
隆安 又 把 这 个 估计 从 L2 推广 到 H, Greengard 与 Beale 又 独立 
地 进行 了 研究 ,得 到 了 Le 收 伍 性。 至 此 ,对 于 这 个 公式 的 研究 应 
该 说 已 经 很 完整 了 。 
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涡 度 法 数学 理论 的 一 个 重要 方面 就 是 随机 涡 团 法 的 收 6k 性 ， 
这 是 一 个 相当 困难 的 问 丁 ， 因 为 随机 涡 琐 法 是 确定 型 方法 与 概率 
型 方法 的 混合 休 。 建 立 这 方面 理论 实际 上 经 历 了 一 个 相当 长 的 探 
索 过 程 , 首先, 人 们 车 虑 一 维 模型 ,建立 入 应 的 随机 微分 方程 ,Hald 
研究 了 一 维 对 流 扩 散 方 程 ; Roberts 选择 了 Burgers HH, AX 
Burgers Jj ESTE SUB TE— HE Navier-Stokes Jj ER; Puckett 
WT Kolmogorov Jj, WHE Navier-Stokes 方程 的 研究 ， 
最 初 是 由 Marchioro 和 Pulvirenti 开始 的 ， 不 过 他 们 研究 的 是 
BRASH. 在 这 些 工作 的 基础 上 ，Goodman 得 到 T — 9k 
Navier-Stokes 方程 随机 识 团 法 的 收敛 性 。 但 Goodman 的 工作 
有 其 局 限 性 ， Long 把 随机 涡 团 法 当 作 无 粘 涡 轩 法 的 一 个 扰动 , 借 
助 于 无 粘 涡 团 法 理论 证 明 的 基本 框架 ， 建 立 起 随机 澳 昂 法 的 理论 
研究 的 骨架 ,并 得 到 了 丰满 的 误差 估计 ， 对 三 维 的 Navier-Stokes 
方程 随机 涡 团 法 ，Esposite 和 Pulvirenti 证 明了 收 敏 些 , 但 没有 
BBM RHE, Long 在 假设 真 解 具有 光滑 性 的 条 件 下 ,小 进 了 这 

一 结果 ,并 得 到 了 收 敏 的 阶 . 

值得 一 提 的 蚌 关 于 随机 祝 团 法 的 时 和 凯 离 散 ， 由 于 方程 中 包含 
SLE Ст BI), PS A oS 97706, Runge- 
Kutta 方法 等 ) 代 替 Euler 方法 并 不 能 得 到 高 阶 的 关于 时 间 的 收 
Kit, Chang -构造 了 一 个 算法 , 利用 更 多 的 关于 高 斯 随机 变量 的 
信息 ,得 到 了 关于 时间 的 охин: БЛИЖИ 
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